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AVANT-PROPOS À L'ÉDITION FRANÇAISE 


La théorie des fonctions spéciales qui est née dans les travaux 
d’'Euler, Gauss, Laplace, Jacobi, Riemann et Tchébychev est de 
longue date une discipline classique des mathématiques, qui s’est 
profondément enracinée en analyse mathématique, en théorie des 
fonctions d’une variable complexe, en théorie des représentations 
des groupes, en physique théorique et mathématique, et qui, de par 
ses liens avec ces branches, possède un vaste champ d'applications. 
Les propriétés des fonctions spéciales ont fait l’objet de travaux 
fondamentaux. Malheureusement chaque classe de fonctions spéciales 
a son propre appareil mathématique (au surplus assez lourd) et 
d'innombrables artifices. Le présent ouvrage propose une nouvelle 
méthode de construction de a théorie des fonctions spéciales qui est 
basée sur une idée générale relativement simple permettant de traiter 
cette théorie d’ur point de vue unique avec un outil mathématique 
assez élémentaire. 

Les fonctions spéciales sont toutes considérées comme des solu- 
tions particulières de l'équation différentielle d’un certain type 
apparaissant dans de nombreux problèmes de physique théorique et 
mathématique. Grâce à une généralisation assez évidente de la for- 
mule de Rodrigues pour les polynômes de Legendre, on a pu trouver 
une représentation intégrale unique pour toutes les fonctions spé- 
ciales. Ceci a permis de développer d’une façon naturelle et assez 
concise les principaux faits de la théorie des fonctions sphériques, 
cylindriques et hypergéométriques (ainsi que des généralités sur les 
polynômes orthogonaux classiques d’une variable continue et d’une 
variable discrète), faits dont l’étude nécessitait bien plus de temps 
et d'efforts. 

Cet ouvrage étant destiné surtout aux physiciens, les auteurs ont 
regroupé l’essentiel de ce qui concerne les fonctions spéciales en phy- 
sique mathématique et en mécanique des quanta. En même temps 
ils ne se sont pas fixé pour objectif de donner le maximum de détails 
sur les fonctions spéciales, mais d’esquisser les grands traits d’une 
méthode qui, en s'appuyant sur une approche unique, permette d’ap- 
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pliquer cette théorie aux autres disciplines scientifiques et de ré- 
soudre les divers problèmes auxquels sont confrontés le physicien, le 
mathématicien, l'ingénieur. 

Les auteurs espèrent que cette approche, qui repose en fait sur 
la seule formule du mathématicien français Benjamin Olinde Rodri- 
gues (1794-1851), rappelle au lecteur la pensée de Poincaré: « Les 
mathématiques sont l’art d’appeler des choses différentes par le 
même nom » et aide les futurs ingénieurs et chercheurs en physique, 
chimie et autres sciences appliquées à assimiler vite et sérieusement 
la théorie des fonctions spéciales et leurs applications, qu’elle s’avè- 
re enfin utile dans la préparation des cours de physique mathémati- 
que, de mécanique des quanta, voire de théorie des fonctions d’une 
variable complexe. 


À. Nikijorov, V. Ouvarov 
Juillet 1982 


PRÉFACE 


La connaissance des fonctions spéciales est indispensable à Ia 
bonne intelligence de nombreuses questions capitales de la Physique 
théorique et de la Physique mathématique. 

D'autre part, à l’époque où les méthodes numériques s’implantent 
de plus en plus dans la pratique et le rôle du calcul numérique dans 
les expériences ne cesse de croître, nous assistons au renouveau 
d'intérêt pour les fonctions spéciales. Ce regain tient à deux circons- 
tances. Premièrement, on est souvent amené, en construisant le 
modèle mathématique d’un phénomène physique et en cherchant à 
préciser l’importance relative des différents effets en jeu, à simpli- 
fier le nproblème initial dans le but d’obtenir la solution sous forme 
analvtique se prêtant facilement à l'analyse. Deuxièmement, le 
problème simplifié facilite le choix d’un algorithme de calcul fiable 
et économique, bien adapté à la résolution sur ordinateur des pro- 
blèmes complexes. Or, il arrive rarement qu’un tel problème se ré- 
duise à des fonctions élémentaires. 

Les fonctions spéciales les plus usitées sont celles que l’on réunit 
sous le terme de fonctions spéciales de la Physique mathématique : 
les polynômes orthogonaux classiques (polynômes de Jacobi, de La- 
guerre, d’Hermite), les fonctions sphériques, cylindriques, hyper- 
géométriques. La théorie de ces fonctions et leurs différentes appli- 
cations font l’objet de nombreux ouvrages de fond. Malheureusement, 
les auteurs de ces ouvrages se servent d’un appareil mathématique 
extrêmement encombrant, ainsi que de toute une série d'artifices 
particuliers. Le besoin d’une théorie des fonctions spéciales bâtie 
autour d’une idée maîtresse, générale et suffisamment simple, se 
faisait donc sentir depuis longtemps. 

Les auteurs du livre préfacé proposent une approche, remarqua- 
blement simple. de la théorie des fonctions spéciales fondée sur la 
généralisation de la formule connue de Rodrigues pour les polynô- 
mes orthogonaux classiques. Une telle approche permet d'obtenir 
sous forme explicite les représentations intégrales de toutes les fonc- 
tions spéciales de la Physique mathématique, ainsi que de dégager 
leurs propriétés principales. En particulier, on résout par cette 
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méthode les équations différentielles linéaires du second ordre dont on 
cherche d'habitude les solutions par la méthode de Laplace. L’appa- 
reil mathématique utilisé est fort réduit : le lecteur doit simplement 
posséder les rudiments de la théorie des équations ordinaires et de 
la théorie des fonctions d'une variable complexe. C’est là un avan- 
tage indiscutable de l'ouvrage : on n’ignore pas en effet qu'un volu- 
me effrayant des connaissances mathématiques requises, y compris 
dans le domaine des fonctions spéciales, constitue la pierre d’achop- 
pement de quiconque veut étudier la physique théorique et mathé- 
matique. 

Les auteurs veulent habituer le lecteur à établir les formules 
asymptotiques, les développements en séries, les relations de récur- 
rence, à faire toutes sortes d'évaluations, à déduire des formules ser- 
vant au calcul. Le lecteur apprendra à voir des affinités logiques ca- 
chées entre les fonctions spéciales là où, de prime abord, on ne voit 
rien de commun. 

Ce livre jette des ponts aux domaines contigus des Mathémati- 
ques et de la Physique. Une large place est réservée aux applications 
quantiques. Ceux qui se consacrent à la Mécanique des quanta appré- 
cieront sans doute l’exposé des questions liées à la recherche du 
spectre discret d'énergies et des fonctions d'onde correspondantes 
dans les problèmes où interviennent des polynômes orthogonaux 
classiques. Les auteurs traitent ces questions sans faire appel aux 
traditionnelles séries de puissances généralisées. Ils illustrent leur 
approche en résolvant d’une façon particulièrement élégante, dans 
le chapitre V, certains problèmes importants de la Mécanique quan- 
tique : ceux de l’oscillateur harmonique, de mouvement d’une parti- 
cule dans un champ central, les équations de Schrôdinger, de Dirac 
et de Kilein-(rordon pour le potentiel coulombien ... Je voudrais sou- 
ligner aussi l’exposé remarquable de la méthode de Wentzel-Kra- 
mers-Brillouin basé sur la méthode proposée par V. Steklov. 

En parlant des fonctions sphériques et cylindriques, les auteurs 
font intervenir les théorèmes d’addition, largement utilisés dans Ia 
théorie des spectres atomiques, la théorie de la diffusion, dans le 
calcul des réacteurs nucléaires. Considérant les fonctions sphériques 
généralisées, ils abordent la théorie des représentations du groupe de 
rotations, ainsi que la théorie générale du moment de la quantité 
de mouvement. Au lecteur désireux d’en connaître davantage sur les 
fonctions spéciales, ils conseillent des travaux où ces dernières sont 
présentées en termes de la théorie des groupes. Pour ceux qui s’occu- 
pent de la théorie des méthodes aux différences, les polynômes ortho- 
gonaux classiques d’une variable discrète seront d’une grande utilité. 
Dans l'optique des méthodes d’approximation, il est très instructif 
d'étudier l’application des formules de quadrature du type de Gauss 
au calcul des sommes et à l’établissement de formules approchées 
pour les fonctions spéciales. Remarquons que, parmi les questions 


12 PRÉFACE 


exposées dans ce livre et extrêmement importantes en vue des appli- 
cations, nombreuses sont celles que les auteurs des manuels existants 
évoquent à peine ou négligent carrément. 

Le présent ouvrage est dû à la plume de deux spécialistes émi- 
nents de la Physique mathématique et de la Mécanique des quanta. 
ÏI1 est le fruit de leurs recherches sur un problème d'actualité de Ia 
physique du plasma, effectuées à l’Institut des Mathématiques appli- 
quées M. Keldych de l’Académie des Sciences de l’U.R.S.S. 

Les auteurs abordent un grand nombre de questions d’une façon 
claire et logique tout en restant dans le cadre d’un volume maniable. 
Le livre proposé sera sans aucun doute utile à un cercle de lecteurs 
très étendu : élèves des écoles supérieures, étudiants post-universitai- 
res préparant leur thèse, mais aussi chercheurs en Physique mathé- 
matique et en Physique théorique. 

L’académicien À. Samarski 


CHAPITRE PREMIER 


ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES FONCTIONS SPÉCIALES 


$ 1. L’équation différentielle pour les fonctions spéciales 


Dans un grand nombre de problèmes importants de la physique 
théorique et mathématique, on est conduit à l'équation différen- 
tielle 


j'a; ri CC), 5 (1) 


O (2) * OC (2) 


dans laquelle © (2) et 6 (z) sont des polynômes de degré non supérieur 


à2,etT (z) un polynôme de degré non supérieur à 1. On rencontre des 
équations de ce type en résolvant les équations de Laplace et d'Helm- 
holtz en coordonnées curvilignes par séparation des variables, dans 
les problèmes fondamentaux de la mécanique quantique : mouvement 
d’une particule dans un champ à symétrie sphérique, oscillateur 
harmonique, recherche des solutions d'équations de Schrôdinger, de 
Dirac et de Klein-Gordon pour le potentiel coulombien, mouvement 
d'une particule dans un champ électrique ou magnétique homogène. 
L'équation (1) apparaît également dans bon nombre de problèmes 
modèles de la physique atomique, moléculaire et nucléaire. 

Les équations du type (1) admettent comme solutions particuliè- 
res des fonctions spéciales appartenant aux classes suivantes: 


— polynômes orthogonaux classiques (polynômes de Jacobi, de 
Laguerre et d'Hermite); 

— fonctions sphériques; 

— fonctions cylindriques; 

— fonctions hypergéométriques. 

Ces fonctions sont souvent appelées fonctions spéciales de la phy- 
sique mathématique. 


Dans le texte qui suit, nous admettrons partout que la variable z 
et les coeîfficients des polynômes © (2), G (z) et T (z) sont suscepti- 
bles de prendre toute valeur réelle ou complexe. 

Essayons de mettre l’équation (1) sous une forme plus simple au 
moyen du changement uw — œ (z) y et d’un choix particulier de la 
2—0592 
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fonction @ (z). Il vient 
. / p’ ea ; ; p” ç' 5 
y +(2L +) HSE +) y=0. (2) 


En vue de rendre (2) plus simple que (1), on donnera au coefficient 
de y’ l’aspect t (z)/6 (z), où t (z) est un polynôme de degré non supé- 
rieur à 1. La fonction œ (z) se définira alors par l'équation 


p/p = x (2)/0 (2), (3) 


dans laquelle 
n (2) = + Ir (2) —7 ()] (4) 
est un polynôme de degré non supérieur à 1. Puisque 
ç” … ç’ ’ o' 2 x \! 1 \2 
Leu EN Ds Ni GATE 


l’équation (2) devient 


» ro 
J'+ y + y = 0, (5) 


où 
t (2) = T (2) + 2n (2), (6) 
Oz) = © (2) + n° (2) + x (2) [x (2) — 0° (z)] + x’ (2) © (2). (7) 


Les fonctions t (z), © (z) sont deux polynômes de degrés non supé- 
rieurs à À et à 2 respectivement. L'équation (5) est donc de même 
type que (1). Nous avons trouvé de cette façon la classe des trans- 
formations qui laissent inchangé le type de l’équation: ce sont les 
transformations qu'on fait subir à (1) en opérant le changement u — 
— @p (2) y, où la fonction œ (z) vérifie l’équation (3), quel que soit le 
polynôme du premier degré n (2). 

L’arbitraire dans le choix de x (z) nous permettra de choisir, 
parmi les formes possibles de l'équation (5), celle qui est la plus 
simple et qui se prête le mieux à la discussion. Choisissons les coeffi- 
cients du polynôme x (z) de telle façon que le polynôme 6 (2) figu- 
rant dans (5) soit un multiple exact de © (z), ïi.e. 


G (z) = ÀO (2), (8) 


À étant une constante. Cela est possible, car, en identifiant les coef- 
ficients qui affectent les puissances correspondantes de z dans les 
deux membres de l’égalité (8), on obtient trois équations pour trois 
constantes inconnues: la constante À et deux coefficients du poly- 
nôme x (z). L’équation (5) deviendra donc 


G(z)y + T()y + y = 0. (9) 
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Nous dirons que (9) est une équation du type hypergéométrique. et 
ses solutions, des fonctions du type hypergéométrique. Il sera donc 
tout naturel d'appeler l'équation (1) équation généralisée du type 
hypergéométrique *). 

Pour définir le polynôme x (2) et la constante À, mettons la con- 
dition (8) sous la forme 


me L(T—o')}x+o—ko—0, 


ou 
k=h— 7 (2). (10) 


Supposant provisoirement la constante £ connue, on peut expliciter 
x (z) dans l'équation du second degré: 


HSE TV Eee (11) 


x (z) étant un polynôme, le radicande doit être le carré d'un po- 
lynôme. Pour qu'il en soit ainsi, il faut que soit nul le discriminant 
du polynôme du second degré sous le signe de la racine. Cette condi- 
tion nous conduit à l'équation, en général du second degré, pour la 
constante #. 

Une fois À trouvé, on cherche x (z) par la formule (11), puis o (2), 
T (z) et À à l’aide des formules (3), (6) et (10). IL est évident qu'il 
existe plus d’une possibilité de réduire l'équation (1) à l’équation 
du type hypergéométrique (9, possibilités fournies par le choix de 
la constante Æ et celui du signe de x (z) dans la formule (11). 

Grâce à la transformation proposée, on aura à discuter, au lieu 
de l’équation (1), une équation plus simple du type (9). 

Exemple. Mettons sous la forme (9) l'équation de Bessel 

Zu" + zu + (2 — v')u = 0 
en faisant le changement u — œ (z) y. L’équation de Bessel est un 
cas particulier de l’équation (1) pour © (z) — 2, t (z) — 1, © (z) 
— 3% — v?. Le radicande de (11) se présente alors sous la forme —z° 
+ v? + kz. Annulant le discriminant de ce trinôme du second degré, 
on obtient l’équation pour la constante «: 
k? + 4v2 — 0, 


d’où # = —2iv. L'on a donc, en vertu de (11), 


ER 


n(z)=+V —52+v2+H2ivz + (iz + v). 


*) Si © (z) est un polynôme de degré 2, l’équation (1) est un cas particulier 
de l'équation de Riemann à trois points singuliers distincts dont l'un à l’in- 
fini. L'équation de Riemann est étudiée dans les cours de théorie analytique 
des équations différentielles. Voir [18], [19], ainsi que E. L. Ince, Ordinary 
differential equations, New York, Dover, 1956. 


2% 
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Ainsi donc, dans le cas considéré le polynôme 1 (z) peut se mettre 
sous quatre formes différentes. Plaçons-nous dans le cas où Æ — 2iv, 
mn (z) = iz + v par exemple. Les formules (3), (6) et (10) nous don- 
nent 

p(2) = 2%", 


T (z) — 2iz + 2v + 1, 
ÀAi=k+n(z) = i(2v +1). 
L’équation (9) devient finalement 
2y" + (2iz + 2v + 1)y" + i(2v + 1)y = 0. 
Remarques. 1. Puisque l'équation (1) ne change pas lorsqu'on 


multiplie © (z)et t (z) par cet © (z) par c? (c étant une constante quel- 
conque), on peut admettre que le coefficient affectant le terme de 
plus haut degré du polynôme © (z) est égal à un nombre donné. Cette 
remarque reste aussi vraie pour l'équation (9). 

2. Dans la suite, on peut se borner à considérer les cas où, dans 
les équations (1) et (9), le polynôme o (z) n’admet pas de racines 
multiples. En effet, si le polynôme o(z) admet des racines multiples, 
i.e. © (z) — (z — a)”, il suïfit de faire le changement z — a — 1/s 
pour ramener l'équation (1) à la forme 


Fe 2 — ST Er re ESS 0 (12) 
Les expressions st (a + 1/s) et s?6 (a + 1/s) sont deux poly- 
nômes de degré non supérieur à À et à 2 respectivement en s. Aussi 
l'équation (12) est-elle une équation du type (1) dont le polynôme 
o (s) est égal à s et n’admet donc pas de racines multiples. 
3. Il n'est pas possible de réduire l’équation (1) à une équation 
du type (9) par le procédé décrit si o (z) — 1 et si l'expression (T/2)° — 


Put 


— © est un polynôme du premier degré. Dans ce cas, pour réduire 
l'équation (1) à une forme plus simple, on peut choisir le polynôme 
x (z) dans (3) de la condition t (z) = 0. Alors 6 (z) devient un poly- 
nôme du premier degré, et l’équation (5) s’écrit 


y" + (az + b) y = 0. (13) 
Par un changement linéaire s — az + b, on ramène (13) à un cas 
particulier de l'équation 


d? 1—2x d 2 __ 1212 
et | (By PE yo, (49) 


dans laquelle &, B, y, v sont des constantes. Cette équation sera étu- 
diée au $ 13 (voir l'équation de Lommel). Les solutions de (14) 
s'expriment au moyen de fonctions cylindriques. 
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4. Un autre cas d'application des équations du type hypergéo- 
métrique est la solution des équations différentielles simultanées du 
premier ordre 


U, = Qi (2) Ui + ap (z) u, | (5) 
Us = Q1 (Z) Us + A2 (2) Us 
aux coefficients 
dir (z) — ue , (16) 


où Tiz (z) est un polynôme de degré non supérieur à À, et © (z) un 
polynôme de degré non supérieur à 2. En éliminant la fonction 
u, (z) entre les équations (15), on obtient l’équation définissant 
u, (z): 

” ais / 4 , ee 
Us — (au + ax +2) U, +(@i192 —Giado + Qu Pb | u;—=0. (17) 


Puisque 


M2 HET. 
1. (17) sera une équation du type hypergéométrique pour 
T, = 0. Si t,, = 0, on peut effectuer une transiormation linéaire 


v, = au, + Pu,, 
Vo — YU + OU, 


a, P, y, Ô étant des constantes. On obtient alors un système d’équa- 
tions du type 


= as (2) Li + Ge (2) : 418) 
2 = A9 (z) V4 + 29 (2) Vo: 


où les fonctions a;, (z) sont des combinaisons linéaires des fonctions 
air (z) à coeîficients constants dépendant de «, 8, y, 6; elles s’écri- 
vent donc 

Tik (2) 


Ain (Z) = ToU) ? 


Tir (z) est un polynôme de degré non supérieur à 1. 


En choisissant les coefficients &, 6, y, ô de façon à avoir T! = 0 
(ce qui est toujours possible), on ‘obtient, après avoir éliminé la 
fonction v, (z) entre les équations (18), une équation généralisée du 
type hypergéométrique pour la fonction v, (z). 

Au cas où © (z) est un polynôme du premier degré, on peut passer 
de l’équation (15) à l’équation généralisée du type hypergéométrique 
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par un procédé diiférent, en choisissant les constantes «, ps v, Ô 


de telle façon que le coefficient a., soit indépendant de z, i.e. Te — 
— vO (z) (v étant une constante). 


$S 2. Polynômes du type hypergéométrique 

Discutons l’équation du type hypergéométrique 
G(2)y"+ T(z)y" + Ày = 0. (1) 
Montrons que les dérivées d'ordre quelconque des fonctions du type 
hypergéométrique sont encore des fonctions du type hypergéométrique. 


À cet effet, dérivons l’équation (1). Nous obtiendrons une fonction 
V1 (z) = y” (z) qui vérifiera l’équation 


O (2) 0, + T1 (2) vi + Wat = Ù (2) 
dans laquelle 
(2) = T(z) + 0° (2), 
UM =À+T (2). 

Puisque t, (z) est un polynôme de degré non supérieur à 1 et que lu 
est indépendant de z, l’équation (2) est bien une équation du type 
hypergéométrique. 

La réciproque est aussi vraie: chaque solution de l'équation (2) 
pour à =£ 0 est dérivée d’une solution de l'équation (1). 

Soit, eneîtet, v, (z) une solution de (2). Si elle était dérivée d'une 


solution y (2) de l’ équation (1), ces deux fonctions devraient véri- 
fier la relation suivante (voir (1)): 


y (D=—+ [o (z 2), + T(z) val. 


Montrons que la fonction y (z) obtenue par cette formule vérifie 
l'équation (1) et que sa dérivée se confond avec v, (z). On a 


Ag —= —[o (2) 05 + 7% (2), + Tv’ (2) il = A, 


donc effectivement y’ — v, (z). En portant v, = y" dans l'expression 
initiale de y (z), on retrouve l'équation (1) pour y (z). 

D'une he analogue, on peut obtenir par récurrence, pour toute 
fonction v, (z) — y(® (z), une équation du type hypergéométrique 


G (2) Va + Tn (2) Un + Unn = 0 (5) 
dans laquelle 
t,(z)=7T(z)+ no” (2), 


— 1! 
n(n ) cé. 


Un =À+ANT + o 
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Toute solution de (3), pour u4 = 0, À = 0,1, ..., mn — 1, se laisse 
représenter d’ailleurs sous la forme v, (z) — y (z), où y (z) est une 
solution de l'équation (1). 

Grâce à la propriété considérée, on peut construire la famille des 
solutions particulières de (1) pour des valeurs déterminées de À. En 
effet, pour u, — 0 l'équation (3) admet une solution particulière 
Un (z) = const. Puisque v, (z) — y(*{z), cela revient à dire que pour 


; n(n—1) . 


l'équation du type hypergéométrique admet une solution particu- 
lière y (z) — y, (z) qui est un polynôme de degré n. De telles solu- 
tions seront appelées polynômes du type hypergéométrique. Les poly- 
nômes y, (z) sont, dans un certain sens, les solutions les plus élémen- 
taires de l’équation (1) *). 

Afin d’expliciter le polynôme y, (2), multiplions les équations (1) 
et (3) par des fonctions p (z) et 0, (z) qui permettent d'écrire ces équa- 
tions sous forme auto-adjointe : 


LÀ enTr 


(spy) + Apy —0, (&) 

(GPnVn)" + UnPnvn = 0 (9) 

Ici les fonctions p (z), p, (z) vérifient les équations différentielles 
(op) = tp, (6) 

(Pa) — Th0n:. (7) 


En faisant intervenir l’expression explicite de t, (z), on établit sans 
peine une relation entre les fonctions p, (z) et p, (2) = p (2). On a 


s (Opn) On = T + no = (6p) /p + no”, 


d'où 
Pn/On = p/p + no'/o 


On (z) = 67 (z) D (2) (re ur. ) (8) 


Cherchons maintenant l'expression explicite des polynômes du 
type hypergéométrique y, (z). Comme op, = p,41,etv, (z) = y("(2), 
l'équation (5) se laisse transcrire sous la forme 


et donc 


1 
Onlün — ES (On+10n+1) - 
Te 


*) L'existence d'une solution polynomiale de l'équation (1) ressort par 
ailleurs du fait que l'opérateur © (z) d?/d2? + x (z) d/dz transforme tout poly- 
nôme de degré n en un polynôme de même degré. 
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D'où, pour m << n, on déduit successivement 


EmlUm — 7 {Um (Om+10m+1)" _. 
{ { (à Am n-m 
— ps a) (— ve | (Pm+20m+2) Fiinne m4 (Pr n) £ 
où " 
An=(— #9 [] Mr, A1. (9) 


Si la fonction y (z) est un polynôme de degré n, i.e. y = y, (2), 
il vient 
Un (2) = y (z) — const, 
et l’on exprime y") (z) comme suit: 


AmnB 
— AA (N—mM) 


1 
Amn = Am) ax, » Ba — À = Ya (2). (11) 
On en déduit en particulier, pour m — 0, l’expression explicite des 
polynômes du type hypergéométrique y, (2): 
Bn 7t n 
Yn()= ss I" Ge GNT (R=0, 1...) (12) 


Ainsi donc, la formule (12) définit les solutions polynomiales de 
l’équation (1) d’une façon univoque, à un facteur de normalisation 
près. Ces solutions correspondent aux valeurs u, = O, i.e. 


== nr 200  (n=0, 1, ..….). (13) 

La relation (12) est appelée formule de Rodrigues, du nom de son 

auteur qui l’a établie en 1814 pour un cas particulier des polynômes 

du type hypergéométrique, à savoir pour les polynômes de Legendre 
avec © (z) — 1 — z? et o (z) — 1. 


$S 3. Représentations intégrales des fonctions 
du type hypergéométrique 


Cherchons à présent, à l’aide d’une généralisation de la formule 
de Rodrigues, les solutions particulières de l’équation du type hyper- 
géométrique 

O(z)y" + T(z)y + Ày — 0 


en donnant à À des valeurs quelconques. A cet effet, mettons d’abord 
sous une autre forme l'égalité (12) du $ 2 pour les solutions polyno- 
miales de l’équation du type hypergéométrique, en faisant inter- 
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venir la formule intégrale de Cauchy pour les dérivées d’une fonc- 
tion analytique: 


AG=- EACTIOPA (1) 


: ! ; : 
férC, = , C'est un contour fermé autour du point s = z, et 


la fonction p (z) est solution de l’équation (00) = to. 

La représentation (1) de la solution particulière pour À = À, de 
l’équation du type hypergéométrique donne lieu à penser qu'on peut 
en chercher la solution particulière, pour une valeur quelconque de 
À, sous la forme 


Bhn 
2 


__Cs | wwp0@ 
PÉNE e e (2) 
où C, est une constante de normalisation et la quantité v est liée à 
la constante À par une relation analogue à la relation (13) du $ 2: 


D — pr — TD op (3) 


Montrons qu'on peut toujours choisir un contour C (que nous 
supposerons non fermé en général) tel que notre hypothèse soit vraie. 


THÉORÈME 1. Supposons que la fonction p (z) vérifie l'équation 


Lo (2) p (2) = + (2) p (2), 


v soit racine de l'équation À — — "vTt'— 20 67, u (z) — 
_ SE ds,p, (s)=06V(s)op(s). Alors l'équation du type hypergéo- 


métrique  O(z)y + tT(z) y + Ày = 0 admet des solutions parti- 


culières de la forme 


Cy 
U (Z 
P (2) (z) 


(où C, est une constante de normalisation) si: 
19 en calculant u” (z) et u” (z), les opérations de dérivation par rap- 
port à z et d'intégration suivant s peuvent être permutées, i.e. 


y (2) = y, (2) — 


u" (z)}=(v+ 1) | Pr) gs, 


(= (+004 | A ds 
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29 le contour C est choisi en sorte que 


GV+l{(s)p(s)|s2 
(S—z,V+2 ui (4) 


où s,, s, sont les extrémités du contour C. 


Démonstration. Déduisons l'équation différentielle pour 
la fonction u {z). À cet effet, utilisons l’équation pour la fonction 
pv (s): 

Lo (s) p, (ST = 7, (s) p, (s), 
Où Ty (s) = T(s) + vo” (s) (ci. la formule (7) du $ 2). Multiplions les 
deux membres de l’équation par 


parties le long du contour €: 


O (s)pv (s) S 2 + (v +2) MCAORO Es | HO PO) 2 


(svt 2 : (s—2)"+$ À (ST 


Le premier terme est nul en vertu de la condition 2° du théorème. 
Développons les polynômes © (s) et t, (s) suivant les puissances de 


(S — 2): 


Ge me et l’intégrons ensuite par 


o(s)= o(2)+ 0" (2)(s— 2) 0" (2) (s— 2}, 


Ty(s)= Ty (2) + Ty (2) (s — 2). 


Nous servant des formules pour w (z), u” (z) et u” (z), nous aboutis- 
sons à l’équation 


G(z)u" + 


v +2 , , v +2 11 | F. à / 
voi © (z)u° + Cu Ty (z)U" + Tu. 


Portons dans cette équation l’expression explicite de t, (z). Il vient 


G(z}u”+[20'(z)—Tt(z)}}u—(v+1) (r"+ ne o") u—0, (5) 


Etablissons maintenant, à l’aide de (5), l’équation pour la fonc- 
tion y, (z). Puisque 


v + 1 


l | T— 0’ 
u (= p (2) y, (), = - 
et compte tenu du fait que (5) est une équation généralisée du type 
hypergéométrique (1) du $ 4 pour 


T (2) = 20” (2) —T (2), 6 (z)= —(v +1) (T'+ 2 < 0") 0 (2), 


on peut appliquer la transformation considérée dans le $ 1 en posant 


pU=T—pU) a) = T(8)—0" (0) 
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On obtient alors pour la fonction y, (z) l'équation suivante (cf. l’équa- 
tion (5) du $ 1): 
T (z) ’ G (2) 


Yv + G (2) Yv — Su = 0 


où 


5 (2) = ü (z)+n2(z)+n(z)[T(z) —0"(2)] + n° (2) 6 (z) — 


a | —vr o" O ( 


(en définissant la constante v à l’aide de la formule (3)). 
L'équation obtenue est évidemment identique à 


G(z)y + T(z)y + y = 0, 


ce qu'il fallait démontrer. 


E? 
Tr 
c 
Q 
TS 
N 
dd 


Le théorème démontré présente une importance capitale pour 
l'étude des fonctions spéciales concrètes. 

Remarquons que la condition (4) du théorème est vérifiée, en 
particulier, si les extrémités du contour € sont choisies de façon à 


Vi 
annuler la fonction 7__ure 
(s— 2)VF 
v+i 
Ô (s) P 6) — 0. (6) 
(s—2)°T* S—=$S1»: Se 


Considérons quelques types de contours C vérifiant la condi- 
tion (6). 

a) Soit s, racine de l'équation © (s) — 0.Si l’on a ov*t (s) 
0 (s)|:=:,= 0, on peut prendre comme une des extrémités du contour 
le point s = 54. 

b) Si Re (v + 2) << 0, on peut choisir le point s = z pour une 
des extrémités du contour. 

c) On peut enfin choisir comme extrémité du contour la valeur 
S —= C6: $1 
OV (s)p(s) 


lim VE 


So  (s—2 


— (), 


Nous pouvons construire de cette façon plusieurs solutions parti- 
culières de l’équation du type hypergéométrique qui répondront aux 
différents tracés du contour € et aux différentes valeurs de v. Le 
nombre de solutions particulières peut être augmenté en faisant 
intervenir la transformation décrite au $ 1. En effet, l'équation du 
type hypergéométrique & (z) y” + Tt(z) y” + Ày = 0 peut être assi- 
milée à l’équation généralisée du type hypergéométrique (1) du $ 1 


avec O (z) = ÀO (2), T (z) = T(z). En appliquant la transformation 
mentionnée, on obtient d’autres équations du type hypergéométri- 
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que. Après avoir construit les solutions particulières pour ces der- 
nières, on peut effectuer la transformation réciproque et obtenir de 
nouvelles solutions particulières pour l’équation initiale. Etant 
donné qu'une équation du type hypergéométrique ne peut admettre 
que deux solutions linéairement indépendantes, toute solution de 
celle-ci est une combinaison linéaire de deux solutions linéairement 
indépendantes. En particulier, on peut chercher par ce procédé les 
relations fonctionnelles pour des fonctions du type hypergéométrique. 

En cherchant les solutions de l'équation du type hypergéométri- 
que, nous nous bornerons à choisir des contours assez simples, cons- 
titués par des droites ou des segments de droites joignant les points 
s, et s,, qui vérifient la condition (6). Pour le faire, on doit généra- 
lement imposer certaines contraintes aux coefficients de l’équation 
différentielle du type hypergéométrique. Les résultats obtenus avec 
ces contraintes pourront cependant être étendus à des cas plus géné- 
raux en faisant le prolongement analytique des solutions construites. 

Rappelons la notion de prolongement analytique, qui va jouer 
un rôle important dans le texte qui suit *). Soit une fonction f (2) 
définie sur un ensemble Æ appartenant à un domaine D. Si une fonc- 
tion # (2) est analytique dans D et se confond avec f (z) sur Æ, on 
dit que F (z) est le prolongement analytique de la fonction f (z) dans 
le domaine D. On a le 


PRINCIPE DU PROLONGEMENT ANALYTIQUE: si l'ensemble E con- 
tient au moins un point limite intérieur au domaine D, la fonction 
f (z) admet au plus un prolongement dans D. 

En particulier, le prolongement analytique est unique si Æ est 
un segment contenu dans À. 

Ici et par la suite, nous entendons par fonction analytique une 
fonction analytique univalente. De telles fonctions s'appellent aussi 
parfois fonctions régulières. Par conséquent, chaque fois que la fonc- 
tion cesse d’être univalente, nous ferons des coupures le long de 
certaines lignes dans le plan complexe, de façon à pouvoir nous éta- 
blir sur une branche déterminée de la fonction analytique multiva- 
lente. 

En calculant des expressions du type (z — ac, l’argument de la 
quantité complexe élevée à la puissance sera pris aussi petit en mo- 
dule que le permet la coupure effectuée. Par exemple, pour s'établir 
sur une branche déterminée de la fonction (1 — z})% (1 + z)$ qui a 
des points de ramification pour 3 == —1 et z — +1, il suffit de 
faire la coupure le long de l’axe réel pour z > —1. On calcule donc 
la fonction (1 — z)% pour | arg (1 — z) | x, et la fonction (1 + z}f, 
pour Ü << 'arg z < 27, conformément à la coupure pratiquée. 


*) Ces questions sont développées dans [8], [13], [15]. 
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Puisque les solutions de l’équation du type hypergéométrique se 
présenteront sous la forme (2) (représentation intégrale), le prolon- 
gement analytique des solutions de cette équation par rapport aux 
paramètres et à la variable indépendante aura lieu en vertu du théo- 
rème suivant qui démontre l’analyticité d’une intégrale dépendant 
d'un paramètre *). 


THÉORÈME 2. Soient C une courbe différentiable par morceaux située 
à distance finie dans le plan de la variable complexe s, et D un do- 
maine dans le plan complexe de z. Si la fonction f (z, <) est continue 
pour l'ensemble des variables avec s € Cet z € D et si elle est analyti- 
que en z dans D pour tout s € C, la fonction 


F (2) — | f(z, s)\ds 


C 


sera analytique dans D et l’on aura 


F" (2) a 12 (2: S)d$: 


C 


Le théorème reste vrai aussi pour des intégrales impropres uni- 
formément convergentes F (z). En étudiant les représentations in- 
técrales des différentes fonctions spéciales, on se servira utilement 
d'un critère bien simple de convergence uniforme des intégrales: 
si, pour tout s € C et pour tout z € D, la fonction continue f (z, s) vé- 


rifie l'inégalité | f (z, s) | L  (s) et l'intégrale | o (s) | ds | est con- 
C 
vergente, l'intégrale | f (z, s) ds sera uniformément convergente en z 


dans le domaine D. 

Puisque les dérivées des fonctions du type hypergéométrique 
y = y (z) sont à leur tour des fonctions du même type, en prolon- 
geant par analyticité les fonctions y (z), on donne par là même un 
prolongement analytique aux fonctions y” (z) et y” (z) par rapport 
à la variable z et aux paramètres dont ces fonctions dépendent. Nous 
avons construit la représentation intégrale pour la fonction du type 
hypergéométrique y (z) sous la condition que cette fonction vérifie 
l'équation du type hypergéométrique 


O (z)y" + T(z)y + ÀAy = 0, 


en imposant certaines contraintes à la variable z et aux paramètres 
dont cette fonction dépend. En vertu du principe du prolongement 
analytique, la fonction y (z) vérifie cette condition dans tout le do- 


*) Le lecteur trouvera la démonstration de ce théorème dans {8], [13], [15]. 
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maine d’analyticité du premier membre de l'équation (le second 
membre, qui est nul, est analytique dans n'importe quel domaine) *). 

Dans le texte qui suit, en étudiant les solutions de telle ou telle 
équation concrète du type hypergéométrique, on utilisera la repré- 
sentation intégrale (2); à l’aide du principe du prolongement analy. 
tique, les résultats obtenus seront étendus à un domaine plus vaste- 


$S 4. Relations de récurrence et formules de dérivation 


Considérons une méthode générale utile pour établir diverses 
relations entre les fonctions y, (z) définies par la représentation 
intégrale (2) du $ 3. Etablissons d’abord une relation entre les fonc- 


tions de la forme 
__ f o(s)p(s) 
Pru (z) de | (s— Ti ds 


présentes dans les expressions des fonctions y, (z) et de leurs déri- 
vées. 


LEMME. Trois fonctions quelconques Pv,u, (z) vérijient ensemble les 
relations linéaires 


aux coefficients polynomiaux À; (z) si les différences v; — v; et u; — 
— u; sont des entiers et si l’on a 


oo (s)O(s) m |°? 


PET | = 0 (Gi 02e) 


où Ss1, S, sont les extrémités du contour C ; v, est celui des nombres v; 
qui présente la plus petite partie réelle; un, est celui des nombres lu; 
qui présente la plus grande partie réelle. 


Démonstration. Considérons l'expression 
3 


2 A;@v,u; (z). 
T— 


Montrons qu'il est possible de choisir les coefficients À; = À; (2) 
de façon à annuler la combinaison considérée. Pour toute valeur 


*) Remarquons qu'il est possible de définir le domaine d’analyticité des 
solutions de l’équation du type hypergéométrique directement d’après la forme 
de l’équation différentielle, en s'appuyant sur la théorie analytique des équa- 
tions différentielles (voir par exemple [181): les points singuliers de l'équation 
du type hypergéométrique sont les racines de l'équation © (z) = 0 auxquelles 
s’ajoute un point à l'infini. 
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fixée de z on a 


+ Vo 
D Aipuu, (9 = | SEE P (6) ds 
C 


P (s)— . A,6"i 0 {s)(s— 2)" Fi, 


et Vo, Lo sont définis dans l’énoncé du lemme. Puisque les différen- 
ces vi; — vo Et Mo — u; sont des entiers non négatifs, la fonction 
P (s) est un polynôme en s. Choisissons les coefficients À; de façon 
à vérifier l'égalité 
ge (s)p (s) dot" (se (s) i 
RE P (= | RS Q (9) | 1 
(s— z)Hott ( ) ds (s—z)40 Q ( ) ( ) 


dans laquelle Q (s) est un polynôme (la possibilité d’un tel choix des 
coefficients sera démontrée un peu plus tard). Il vient alors 


Vo+i S 
D Aiqvu, (2 = 900 9 (s) 


: (s— z)"0 


Comme aux extrémités du contour € on a la condition 


V+i S2 
PQ sm — () (m = 0, 1, 7 sa) 


(s— z)l 


1 


l'expression " s'annule et on aura, pour les coef- 


gvoti 
_ : Po es! 


ficients À, ainsi KA la os linéaire 
À Aiquiu, (2) = 0. (2) 
? 


Montrons qu’on peut toujours choisir les coefficients du polynô- 
me Q (s)et les coefficients À; de façon à vérifier l’égalité (1). À cet 
effet, donnons à (1) une forme plus commode en utilisant pour la 
fonction p,(s) — oY(s)p (s) l'équation différentielle (6p,) — 
= TP, OÙ Ty (s) — T (s) + vo” (s). Il vient alors 


P (s) = Q (s) Is — 2) tu, (8) — pos (91 + (5) (s— 2) Q'(s). (3) 


En confrontant le premier et le second membre de cette égalité, on 
s’assure sans peine que la puissance du polynôme © (s) est de deux 
unités inférieure à celle du polynôme P (s). 

En identifiant les coefficients des mêmes puissances de s dans 
le premier et le second membre de (3), nous obtiendrons un système 
d'équations linéaires homogènes par rapport aux coefficients in- 
connus du polynôme © (s) et aux coefficients À; (i — 1, 2, 3) figu- 
rant dans l'expression de P (s). Le nombre des équations est de deux 
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unités supérieur à celui des coefficients inconnus du polynôme Q (s). 
Les inconnues de (3) étant au nombre d’une unité supérieur à celui 
des équations, on pourra choisir un des coefficients cherchés égal à 
une constante. Ce raisonnement reste vrai également dans le cas 
où P (s) est un polynôme de degré non supérieur à 4 à condition de 
poser Q (s) — 0. Puisque, dans le système d'équations obtenu, les 
coefficients affectant les inconnues sont des polynômes en z, le 
choix de l’un des coeïficients constant fait que les autres seront des 
fonctions rationnelles de z. Multipliant l'égalité (2) par le dénomi- 
nateur commun des coefficients À; (2), nous retrouvons bien une 
relation linéaire aux coefficients polynomiaux. Le lemme est dé- 
montré. 


En appliquant ce procédé pour abaisser le degré du polynôme 
P (s), on se sert parfois de l’intégration par parties pour certaines 
fonctions Pv,u, (z). On a 


G° (s) p (s) 
__ 1 6"(s)p(s) 


. le, | Ty=1 (S) en) p (s) ds 
EL (s— 2)" | 


un Ha (s— 2) 


OÙ Ty-1 (S) — Ts) + (v — 1) 06° (s). En supposant comme d'ordi- 
naire que le premier terme du second membre s’annule on obtient 


v—i 
Du (2) + | Tv=1 (9) 0 7 (OS) 7 (4) 


M ë (s— 2)" 

Exemple 1. Cherchons la relation entre les fonctions , ,-1 (2), 
Prv (z) et Pv,v+i (z). 

On a en l'occurrence v, = v,uo = Vv+1,P (s) = A, (s — 2) + 
+ As (S — z) + A:, Q(s) — go (aq, est une constante). La condi- 
tion 


over (s)p(s) 


TR Q (6) 


qu'on a imposée au cours de la démonstration du lemme aux extré- 
mités du contour, est équivalente dans ce cas à la condition 
1 
oc (sp(s) 


ja 


S1 


ee) 


1 


(s — z 
L'égalité (3) se présente comme suit: 
Ay(s— 2) + Ass — 2) + 43 = go ls — 2) To (s) — (v +1) o (s)]. 


En posant g, = 1 et en développant le second membre de cette éga- 
lité suivant les puissances de (s — z), on obtient après avoir identi- 
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ié les coefficients affectant les différentes puissances de (s — z): 


A = T% — ri G” — + IT 6”, 
A3 = Tv (z)—(v+1)0" (2) = T(z) — 0” (2), (5) 
A3 =—(v+1)0 (2). 
On a donc 
À; (z) Pr, vi (2) + À; (2) ((DESTY (2) +- A3 (z) Pv, v+1 (2) — (), (6) 


>ù les coefficients À; (z) sont définis par (5). Mettons cette relation 
sous une forme légèrement différente. Puisque 
Cy — | J 
Uv (2) — o(2) Prv (2), Py, v+1 (2) + FENTE Ovv (z), 
[o (2) 0 (2)]" = + (2) p (2), 


la relation (6) conduit à une représentation intégrale commode pour 
les dérivées des fonctions du type hypergéométrique : 


CD » V 
nr V [ o (s)p(s) - 
HO ) 7 (9 


C 


C2 — (r'+ sims. c") CS: 

En généralisant la relation (7) ci-dessus on obtient une repré- 
sentation intégrale commode pour des dérivées d’ordre quelconque 
des fonctions du type hypergéométrique. En effet, soit une fonction 
du type hypergéométrique : 


Cy | O (s) p (s) _ Cv : 
PU) J (s—2)%t1 CR Ce). (8) 
La relation (7) se laisse interpréter comme suit: il est possible 
de déduire la représentation intégrale de la dérivée première de cet- 
te fonction à partir de la représentation intégrale initiale, en rem- 
plaçant v par v —1, p (2) par p, (z) = © (z) o (z) et en multipliant 


par un facteur supplémentaire t' + — 6”. Il est clair donc que 


Yv (2) = 


(R) 


V 


yo (2) = OAG)p() PV: V-R (z), (9) 
où 
4 — k PA _. np k—2 1 _ 
CP = (ris + 0 j Cv 1) __ (< + ILE 5 ] C£ 1) 
R—1 
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Les représentations intégrales (9) et le lemme démontré plus 
haut donnent lieu au 


Q La k : #P e C2 
THÉORÈME. Trois fonctions quelconques y Ro) (z) vérifient ensemble 
t 
une relation linéaire de la forme 


3 
à À; (2) cd (z) = 0 


aux coefficients polynomiaux À; (z) si les différences V; — v; sont des 
entiers et si l’on a 


o+1 S2 
GT HP) çm — ( (m = 0, 1: 2: Le 


(s— pot i S1 


Ici s,, s, sont les extrémités du contour C'; v, est la valeur de v; qui 
présente la plus petite partie ré Île; u, est la valeur de p; qui présente 
la plus grande partie réelle. 

Remarquons que les équations définissant les coefficients À; (2) 
sont linéaires et homogènes par rapport aux coeîfticients 
inconnus et ne dépendent pas du choix du contour C pour les fonc- 
tions y,(z). Pour cette raison, deux fonctions du type hypergéomé- 
trique y, (z) qui ne diffèrent entre elles que par un facteur indépendant 
de v et par le choix du contour C, vérifient des relations du type consi- 
déré avec les mêmes coefficients. 


Exemple 2. Proposons-nous d’établir une relation de la forme 
Av (2) + Azyv41 (2) + A3yv (7) = 0 (10) 


entre les fonctions yx (2), y, (z) et y,+, (z). Dans le texte qui suit, 
les formules exprimant les dérivées des fonctions du type hypergéo- 
métrique à l’aide des fonctions elles-mêmes seront appelées formu- 
les de dérivation. 

Pour déduire la formule (10), nous ferons intervenir les repré- 
sentations intégrales (7) et (8) pour y4 (z), y, (z) et transformons 
l'expression de y,., (z) à l’aide de (4). Le premier membre de l’éga- 
lité (10) s’écrira alors comme suit: 


, 1 i 
Av (2) + A2Yv+1 (2) + Aayn (2) = PIC | pr 2: P (s) ds, 
C 


Cv ŸV C + 
P (= 4 (52) + 4, 4,0, |, 
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Puisque P (s) est un polynôme du premier degré en s, on a Q (s) = O0, 
donc 
Cyx 
 G(2) 


— (s— 2) + À, ee 4, C;== 0: 


Pour définir les coefficients À,, A4,, À:, posons À, = © (z), déve- 
loppons le premier membre de l'égalité suivant les puissances de 
(s — z) et identifions les coefficients qui affectent les mêmes puis- 
sances de (s — z). On obtient 
_— mn 4 WG) 
— —(v+1) Ar Le, A3 = 4, AE 


V 


En définitive on obtient une formule de dérivation : 


HAE T(+DE mur]. (1) 


En particulier, pour les poire du type hypergéométrique 


Un (9 = [0 (2) p (2)] 


onaver (nr 0,412, 2), C = B, (voir formule (1) du 


$ 3). Aussi la formule de dérivation (11) se laisse-t-elle récrire en 
l'occurrence comme suit: 


Sun (= [yen (me un @], (2 
où 
mn =T()+no"(), = T4 ce 2e, 


Nous avons donc étudié, dans ce premier chapitre, une méthode 
pour construire les représentations intégrales des solutions parti- 
culières de l'équation généralisée du type hypergéométrique et in- 
diqué les moyens de discussion de cette équation. L’exposé des 
éléments de théorie des fonctions spéciales est terminé. Dans le 
chapitre suivant nous étudierons les polynômes orthogonaux classi- 
ques, qui constituent une des classes les plus importantes des fonc- 
tions spéciales de la physique mathématique. 


CHAPITRE II 


POLYNOMES CRTHOGONAUX CLASSIQUES 


$ 9. Définition et propriétés principales 


4. Polynômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. Nous avons 
introduit au $ 2 les polynômes du type hypergéométrique Y, (2) 
qui sont solutions de l’équation 


G(z)y + T(z)y + y =0 (1) 


pour À = Àn —= —nT te) oc”. Ces polynômes se laissent expli- 
citer par la formule de Rodrigues 
= Ban n (n) 
Un (2) = 10" (2) p (2) 2) 


dans laquelle B, est une constante de normalisation et la fonction 
o (z) vérifie l'équation différentielle 
Lo (2) p (2)l = 7 (2) p (z). (3) 
En résolvant (3), nous obtenons trois formes possibles de la fonc- 
tion p(z) (à un facteur constant près), en fonction du degré du 
polynôme © (2): 
(b—z)*(z— a)? pour G(z)=(b—z)(z—a), 
p (2) == (2— a) ebz pour o(z)—z—a, 
evz?+Bz pour of(z)—= 1. 
Ici a et b, & et P sont des constantes (complexes dans le cas général). 
Par un changement linéaire de la variable indépendante, on peut 


donner aux expressions de © (z) et de p (z) les formes canoniques sui- 
vantes (à un facteur constant près): 


ZE pour G(z)—2, 


— 77 


1 (1— 2)* (1 + 7) pour O©(z) — 1 — 22, 
> À 


e pour o(z)= 1. 


Avec un tel changement les équations (1) et (3) se transforment en 
équations de même type, tandis que les polynômes correspondants 
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du type hypergéométrique y, (z) restent des polynômes par rapport 
à la nouvelle variable et se définissent comme précédemment par la 
formule de Rodrigues (2). 

En fonction de la forme de © (z), on obtient les systèmes de po- 
lynômes suivants: 

1) Soient © (z) = 1 — 2°, p (2) = (1 — z)% (1 + z)$. Alors 

T(D=—(@+B+2)z2+p— 0. 

= 07 


27n | 


Les polynômes correspondants y,(z) pour B,— *) s’appel- 


lent polynômes de Jacobi et se notent pe 9 (z) : 


—1)7 = _ 6 n n 
pe D (= GE A (LA DE (2) 
Les polynômes suivants sont des cas particuliers importants des 
polynômes de Jacobi: 
a) les polynômes de Legendre P, (z) — P@:0)(z); 
b) les polynômes de Tchébychev de 1" et de 2° espèces: 


n!| . : 
TO) = Te, Pa 77? Ce), 


Un (= ie PUMA 


c) les polynômes de Gegenbauer, appelés parfois polynômes ultra- 
sphériques, 


2h) : - 
CA (2) = RTE PA-1/2, 1/2) (3). 


Nous avons utilisé la notation 
IA 
(@)n = a (a+ 1)... (a+n—1)= RE, 
où L'(z) est la fonction gamma (voir Appendice A). 
2) Soient © (z) — z, p (z) = 2e’. Alors 
1C)=--2 0h61 
Les polynômes y, (z) pour B, — Â/n! s’appellent polynômes de La- 
guerre et se notent LS (2): 
1 PAPER an n h—27 
Le (z)=-5re Z Lu Co € }2 
3) Soient © (z) — À, p(z) — e-7. Alors t (2) — —2z. Les poly- 
nômes y, (2) pour B, = (—1)" s'appellent polynômes d'Hermite et 
se notent À, (2): 
PR CT 
Hh()=(—-ife = (e77). 


*) Le choix des constantes B,, est traditionnel et, au fond, assez arbitraire. 
Il correspond à la normalisation adoptée dans [1]. 
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Nous avons omis de considérer le cas où le polynôme © (z) admet des racines 
multiples, © (2) = (2 — a)?. Parmi les polynômes du type hypergéométrique 
en correspondent à ce cas, les plus connus sont les polynômes de Bessel pour 
esquels 


C(z)—= 2, T2) =2(2+ 1), p(z) = er 
et la formule de Rodrigues s'écrit 
n 


(a) = 2-e2/e + 
Yn \Z)] — € dzn 


(z2ne 2/2). 


Les polÿnômes de Bessel vérifient la condition de normalisation y, (0) = 1. 

Les polynômes du type hypergéométrique correspondant à © (z) = (z — a} 
peuvent être exprimés au moyen des polynômes de Laguerre à l’aide de la re- 
marque 2 du $ 1. Nous avons vu, en effet, que pour © (z) = (z — a)? le change- 
ment s — 1/(2 — a) transforme l'équation généralisée du type hypergéométri- 
que 


en une équation de même type pour laquelle © (s) = s. En particulier, l’équation 


! , , n (n — 1) ÿr 
(a) u"+t (+ hny=0 (an= nr - TE 0°) 
pour les polynômes du type hypergéométrique dans le cas de © (z) — (z — a}à 
se ramène à 
d'y , 2—st(a<+fiÂ/s) dy hn 
dr ss ads s V0 


à la suite du changement s — 14/(z — a). On a vu en outre, dans le 8 4, que 
le changement y — œ(s) u permet de réduire cette équation à une équation du 
type hypergéométrique, à condition de choisir convenablement la fonction 
 (s). Une des formes possibles de @ (s) est @ (s) — 1/57. Puisque 


T(z)—=T(a) + TT (z)(2— a), 


on a T(a+ 1/s) = t(a) + r'/s, et l’on obtient l'équation suivante pour la 
fonction u (s): 


Su" — [st (a) + t + 2(n — 1)]u + nt(a)u = 0. 


Puisque u (s) = s"y et la fonction y est un polynôme de degré n en z = a + 14/5, 
la fonction uw (s) est un polynôme de degré n en s. Ainsi donc, la fonction w (s) 
est un polynôme du type hypergéométrique. Comme, dans le cas considéré, 
la fonction p (s), définissant les polynômes du type hypergéométrique d’après 
la formule de Rodrigues, se présente sous la forme 


p(s)—=s-7-2n+1e-T(a)s, 


les polynômes u (s) = u, (s) se confondent à un facteur de normalisation près, 
pour t (a) 0, avec les polynômes de Laguerre L® (t), où & — —7" — 2n + 1, 


t — T(a)s. Les polynômes y, (z) sont donc liés aux polynômes de Laguerre 
par la relation suivante: 


T (a) k 


Un @)=Cn (— a) Lov-ontt [ 
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Cette formule reste vraie aussi pour t (a) — 0. Pour les polynômes de Bessel, 
elle s’écrira 


—1}n! 2 
Un (= UT on 15 On +1) (+). 


2. Dérivées des polynômes du type hypergéométrique. Les résul- 
tats obtenus permettent de dégager certaines propriétés des dérivées 
des polynômes du type hypergéométrique. 

1) Les dérivées y," (z) sont des polynômes du type hypergéométri- 
que, car elles sont des polynômes de degré (n — m) et vérifient une 
équation du type hypergéométrique. Nous avons établi au $ 2 la 
formule de Rodrigues pour y}"(2): 


AmnBn dn-m 


Je (= 5 0e am [0° (2) p (2)1; (4) 
où 
m—i 
Armn =(—1)" JE Urn (An = À; Van — Ur (A)|r=an) 
Puisque 
n=Àn +kT! FRE 97 = — (n—- k) de + + — 5’) : 
on a 
Un LEA 
n! , n SR 1 
Ann = Ge IT T4 — 0). (5) 
kR— 


2) Des formules de Rodrigues pour les polynômes y, (z) et leurs 
dérivées y, (z) on déduit les formules de dérivation pour les poly- 
nômes de Jacobi, de Laguerre et d’'Hermite : 


1 
ape P = + (R+a tp) PET B+0 (5) 


dL$ 
dz 
ni . 


nos Ear (2); (6) 


= 2H Î (2). 


Comme on l’a vu au $ 4 (voir exemple 2), les dérivées y; (z) des 
polynômes du type hypergéométrique sont liées aux polynômes 
eux-mêmes y, (z) par les relations 

G (2) ga (2) = ET D m4 (2) — a (2) um (2) |, (7) 
n+1 
dans lesquelles 


n—i # 


Tn(z)=7T(z)+ no" (2h Hn=T + 07. 
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3. Orthogonalité des polynômes du type hypergéométrique. En 
imposant certaines contraintes à la fonction p (z), on met en évi- 
dence quelques propriétés spéciales des polynômes du type hyper- 
géométrique y} (2). 


THÉORÈME. Supposons que la fonction p (z) vérifie, aux extrémités 
d’un intervalle (a, b), la condition 


o(2)0(2)2 = 0 0; (8) 


A lors les polynômes du type hypergéométrique y, (z) correspondant 
aux différentes valeurs de À, seront orthogonaux sur l'intervalle ]a, b[ 
par rapport au poids D (2), &.e. 
b 
| Un (2) Ym (2) 0 (2) d2=0 (Am Æ An). 
Démonstration. Considérons les équations différentiel- 
les pour les polynômes y, (z) et y» (2): 
[o (2) p (2) ya] + np (2) Un = 0, 
Lo (2) p (2) Yml° + AmP (2) Ym = 0. 
Multiplions la première par y» (2) et la seconde par y, (z). Retran- 


chons la seconde égalité de la première et intégrons le résultat entre 
a et b. Puisque 


Ym (2) [6 (2) 9 (2) Un (2)] — Yan (2) [o (2) p (2) Ym (2) = 
= © {0 (2) 0 (2) W [ym (2), Un (2)]}: 


« [72 VU . » 7 
où Wu, v) — | ee L est le wronskien, nous obtenons l'égalité 


suivante : 
b 


(Âm — Àn) | Ym (2) Yn (2) (2) dz = 06 (2) p (z) W Iy» (2), Yan (2)11?. 


a 


Puisque le wronskien W [y» (2), yn (z)] est un polynôme en z, le 
second membre de l’égalité obtenue s’annule en vertu de la condi- 
tion (8). Il vient donc pour À» = À, 

b 


| Um (&) Un (a) p (x) dz = 0, (9) 


a 


ce qu il fallait démontrer. M 

Les polynômes du type hypergéométrique y, (z) pour lesquels la 
fonction p (z) vérifie la condition (8) sont appelés polynômes ortho- 
gonaux classiques. En étudiant ces polynômes, on se donne générale- 
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ment une condition supplémentaire p (z) => 0 et o (z) > 0 sur l’in- 
tervalle Ja, b[. Ces conditions seront vérifiées par les polynômes de 


Jacobi P(«,8) (z) pour a = —1, b—=1, ax > —1, f => —1; par les 
polynômes de Laguerre ZL%(z) pour a = 0, b = +, «a => —; 
par les polynômes d’'Hermite Æ, (2) pour a = —, b — -—0o. 


Remarquons que, dans les cas considérés, la condition À» À 
dans (9) peut être remplacée par la condition équivalente m =Æ£ n. 

Les propriétés des dérivées. des polynômes du type hypergéo- 
métrique (voir n° 2) donnent lieu à la proposition suivante: les dé- 
rivées y" (z) des polynômes orthogonaux classiques sont à leur tour 
des polynômes classiques, orthogonaux sur l'intervalle ]a, b[ par rapport 
au poids Om (Z) = 6" (z) p (2). 

Les caractéristiques énoncées des polynômes de Jacobi P(&:P)(z), 
: Laguerre L« (z) et d'Hermite À, (z) sont résumées dans le ta- 

eau 1. 


Tableau 1 
Polynômes de Jacobi, de Laguerre et d’Hermite (standardisation) 
Un (2) Ja, bI D (2) O (2) T (2) Àn Ba 
(a, B) œ 2 (Ga À 
pe D G | (19 | G—atx |1—2)- (a+ +2) sn (intel Si 
x (1 +2) RS Lie DS 
L® (2) (0, co) 24e? z —z+a+i n =T 
H n (2) (—o, o)] e-” 1 =? An (—1) 


4. Fonctions gsénératrices. Par fonction génératrice pour un sys- 
tème de polynômes du type hypergéométrique {y, (z)} on entend 
une fonction ® (z, ét) développable, pour des t suffisamment petits, 
en série suivant les puissances de t sous la forme 


D(z,t)= > In @ gr, (40) 


n—=0 


où y, (z) est le polynôme du type hypergéométrique pour lequel la 
constante B, dans la formule de Rodrigues (2) est égale à l’unité, 
1.0. 


Un = ee [0° (6) p (2) 
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(on a évidemment y, (z) = Bhy, (z)). On a en vertu de l'égalité (1) 
du $ 3 


L 4 nn! For()pt(s) 

Yn (2) = o(z) 2 Te de, (11) 
C 

où C est un contour fermé autour du point s — z (en admettant que 

la fonction p (s) est analytique dans le domaine limité par C). Por- 

tons dans (10) l’expression (11) de y, (z) et permutons la sommation 

et l’intégration: 


D(z,1)= m0 | Fe (> [ep ds. 


Le changement de l’ordre de ces deux opérations pour des t suffisam- 
ment petits et un z fixe se justifie sans peine. En sommant la pro- 
gression géométrique sous le signe somme, on obtient 


| p (s) ds 
PEU 2tip (2) | S— z2— 0 (s)t ‘ 
C 


Le dénominateur de l’expression sous le signe somme admet en 
général deux racines. Si t + 0, une des racines tend vers s — 2. 
Alors l’autre racine (si elle existe) tend vers l'infini. Aussi, pour 
des { suffisamment petits, peut-on admettre que le domaine délimité 
par le contour € ne contient qu'une seule racine s — Ë (z, t) du dé- 
nominateur de l’expression sous le signe somme, et que la fonction 
à intégrer n admet à l’intérieur de C qu un pôle du premier ordre 
avec un résidu égal à 
C_,— p (s) 
1—0"(s)t 


s—E(z, t) 


La fonction © (z, t) s’écrira donc définitivement sous la forme 


__ ps 4 
PDC Do ps 


(12) 


s—E(2, t) 


Ici Ë (z, t) est celle des racines de l’équation quadratique (ens) 
S —z—©6 (s)t — 0 qui est voisine de s — z pour des # petits. 

La formule (12) de la fonction ® (z, t) figurant dans le dévelop- 
pement (10) a été établie pour des valeurs suffisamment petites de 
| t |. En vertu du principe du prolongement analytique, le dévelop- 
pement (10) reste vrai dans le domaine d’analyticité en { du pre- 
mier et du second membres de (10), i.e. dans le cercle [| << À, 
où R est la distance, à l’origine des coordonnées, du point singulier 
le plus proche de la fonction ® (z, t) (pour une valeur fixe de z). 
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Cherchons, à titre d'exemple, la fonction génératrice pour les 
polynômes de Legendre. On a dans le cas considéré 


— 1 114 (+z 
E (2, 7 Es ut 1 


il vient donc, d’après la formule (12), 


{ 
D (z: D=rrs ta 0 VITAE 
Puisque pour les polynômes de Legendre, on a B, — CT, il vient 


1 


Ver 2 P, (2) (— 25)". 


Changeant t en —{/2, on retrouve l'expression usuelle de la fonc- 
tion génératrice : 


| _S P, (2)t (13) 


V'i—2tz+e Le 


La série (13) est convergente pour | é | 1 si —1 << 3 < 1, car les 
points singuliers de la fonction génératrice, qui sont racines de 
l’équation 1 — 2iz + #? — 0, se définissent par l’expression 


ti,2—=eti® (cos p—2) 
et appartiennent à la circonférence | £ | = 1. 


En physique théorique on rencontre fréquemment l’expression 
(15) sous la forme 


em n (cos 0), 


oùr. =min(r,r:),rs = max (r1, r2), 0 est l’angleentrelesrayons 
vecteurs r, et r,.. En effet, 


lri—rel =Vr<Lr—2rir, cos 8 — 
r'4 v1+(2) — 2 2 cos 0 (ro ra); 
lo v'1+(2) — 2 + cos 6 (ri <a); 


Tr > Tr 
Fi To -r-)/1+(©) —2—< cos 0 
> > 


|] 


d’où 
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et donc 
1 1 - 
= EE  —— ” — » nr P (cos 0). 


[Ti — To | r 9 r 
ce < n=0 
Tr... 1+(—<) —2-—cosb 


Fee > 
Pour les polynômes de Laguerre et d’Hermite, les formules (10) 
et (12) nous donnent les développements suivants: 


(A—t)-e-texp( = 5 La(i, 
n—=0 


exp(24—#)= S H,(2)—. 
n=0 


$ 6. Quelques propriétés générales des polynômes orthogonaux 


Les polynômes orthogonaux classiques présentent toute une sé- 
rie de propriétés qui découlent directement de leur propriété d'’or- 
thogonalité. Ils’agira de polynômes quelconques qui sont orthogonaux 
sur un intervalle Ja, b[ par rapport à un poids quelconque p (x) > 0. 

Considérons quelques propriétés générales des polynômes p, (x) 
orthogonaux sur un intervalle ja, b[ par rapport à un poids p (x) 
et vérifiant les égalités 

b 


Pr Pn(mo(x)de=0 (m£n). 


a 


[1 sera supposé que le coefficient affectant le terme de plus haut de- 
oré du polynôme p, (x) est réel et distinct du zéro (n étant le degré 
du polynôme). 


1. Développement d’un polynôme quelconque suivant des polynô- 
mes orthogonaux. Montrons qu'on peut toujours mettre un polynôme 
quelconque q, (x) de degré n sous forme d’une combinaison linéaire de 
polynômes orthogonaux pr (x) (k = 0, 4, ..., n), 1.e. 


Qn (= À canpr (0. (1) 


Pour n = 0 la proposition est immédiate. Pour n > 0 quelcon- 
que, la démonstration sera faite par récurrence. Supposons qu'il 
existe, pour un polynôme quelconque g,-_, (x), le développement 

n— 1 


An-1 (x) —… D CRh,n-10R (x). (2) 
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Pour le polynôme gq, (x), choisissons la constante c,, de telle façon 
que le coefficient affectant le terme de plus haut degré du polynôme 
An (ZX) — CnnPn (&) soit égal à zéro, i.e.q, (X) — CnnPn (€) = Qn 1 (X)- 
En faisant intervenir le développement (2), on retrouve pour g, (x) 
le développement (1). 

Les coefficients cz, dans (1) se cherchent très facilement à l’aide 
de la propriété d'orthogonalité 

b 


| px (@) Pme) (dr =0 (mn) (3) 
par la formule ‘ 
b 
Can = 37 | Gn (&) Pa (x) p (x) dx (4) 
b « 


dans laquelle 


est le carré de la norme. 
Montrons que la relation d’orthogonalité (3) est équivalente à 
la relation 
b 
| pa (x) ap (x) dx =0 (m<n). (5) 


@ 


En effet, en développant, dans l'intégrale (3), le polynôme p,, (2) 
suivant les puissances de x, pour m< n, on prouve (3) à partir de 
(5). De même, en développant x” suivant les polynômes orthogonaux 
pr (x), on prouve (5) si (3) est vrai. 

II ressort de la relation (5) que Le polynôme p, (x) est orthogonal 
à un polynôme quelconque de degré plus petit. 


2. Unicité d’un système de polynômes orthogonaux par rapport 
à un poids donné. On montre que La donnée d’un intervalle la, bl et 
d'un poids op (x) suffit pour définir les polynômes p, (x), vérifiant la 
relation d'orthogonalité (5), de façon univoque, à un facteur de norma- 
lisation près. 


Supposons qu'il existe deux polynômes p, (x), Pr (x) vérifiant 
(5). On a 
Br (a)= À cunpa (2) 


En vertu des relations (4) et (5), on a c», — 0 pour #4 < n, d'où pro- 
portionnalité des polynômes p, (x) et (x). 
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Pour les polynômes p, (x), on a une expression explicite sous for- 
me d’un déterminant: 


Co É C;; 
C', Cons CG 
DA | ee sis rares . (6) 
Ci Ca Con-1 
1 x æ' 


b 
où À, est une constante de normalisation, et Cx — | z'o (x) dx 


a 
est le moment de la fonction poids p (x). On montre, en effet, que 
les polynômes (6) vérifient les relations d’orthogonalité (5) *). 
En considérant la forme explicite (6) des polynômes p, (x), on 
voit que le polynôme p, (x) est un polynôme à coefficients réels. 


Exemple. Grâce à la propriété d’unicité des polynômes orthogo- 
naux par rapport à un poids donné, on établit l'expression pour les 
polynômes de Tchébychev de première espèce T, (x) orthogonaux 
sur l'intervalle ]—1, 4[ par rapport au poids (4 — x?)-1/2, 

Faisons dans (3) le changement x = cos @. Il vient 

TT 


| T,(cos) T,,(cosp)d=0 (nm). 
Ô 
On sait d'autre part que 
LA 
| cos npcosmpdp=0 (n==£m). 
0 
Puisque cos nœ@ est un polynôme de degré nr en cos æ, il en ressort 
que les polynômes cos np —= cos (n arc cos x) et T, (x) sont propor- 
tionnels entre eux. Comme T,, (4) = 1 (voir $ 7,n° 2),ona T, (x) — 
— cos (n arc cos x). Le coefficient affectant la puissance de plus 
haut degré du polynôme T, (x) est égal à 2%°1 (voir $ 7, n° {). 
Les polynômes T, (x) — Sa Jn (x) sont largement utilisés dans 
les problèmes relatifs à l’approximation des fonctions et dans la 


théorie générale des méthodes itératives. Cela tient à ce que, de tous 
les polynômes qg, (x) de degré n dont le coefficient du terme de plus 


haut degré est égal à l'unité, les polynômes 7, (x) s’écartent le 


*) Le coefficient de x” dans (6) est distinct de zéro chaque fois que 4,, & 0, 
car il est proportionnel au déterminant de Gram pour les fonctions 1, x, . .. 
..…, æt-1, cf. I. Guelfand, Lessons on linear algebra, Pergamon Press, 
1960. 
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moins du zéro sur le segment [—1, 1]; autrement dit, l'expression 


max |qnr(x)| 
—1<x<1 


admet son minimum sur les polynômes 


Th (x) = _—. COS An, P—arccosx. 


En effet, le polynôme T,(x) prend dans les points xs, æy, . .., Œ,, 
oi  — cos (4 — 0,1, ..., n), des valeurs alternées égales en mo- 


dule à max |7, &) re _ . De ce fait, si l’on suppose qu'il 
existe un polynôme Pn (x) dont le terme de plus haut degré est affe- 
cté d’un coefficient unité et qui pour x € [—1, 1] vérifie la condition 


— max Ta (@I< Pa (2) < max Th (x)|; 


—1<x<1 SN 


le polynôme T,, (x) — p, (x) de degré n — 1 admettraitenæxo, 2, . . . 
., Zn des valeurs alternées et aurait n racines, ce qui est impos- 


sible. 
On montre d’une façon analogue que le polynôme 
T _ Zn (x) 
Na)=z, pour G6l—1,1] 


s’écarte le moins du zéro sur [—1, 1] parmi tous les polynômes q, (x) 
de degré n vérifiant la condition g» (to) = 1. 


3. Relations de récurrence. Trois polynômes orthogonaux quel- 
conques de degrés successifs Pn -1 (Æ), Pn (Æ); Pn+1 (#) Sont liés par une 
jormule de récurrence : 


TDn (ZX) = AnPn+1 (Æ) + PnPn (&) + YnPn 1 (&); (7) 


OÙ An, Pn: Yn Sont des constantes. 
Pour la démonstration, nous ferons intervenir le développement 


n+1 
zPn (2) = À Canpa (2) (8) 
En vertu de (4) on a 
b 
Chn = ge | Pa (x) ph (x) p (x) dx. (8) 


Puisque la fonction xp, (x) est un polynôme de degré 4 + 1, en ver- 
tu de la propriété d’orthogonalité du polynôme p, (x) les coeffi- 
cients c-:. s’annulent vour (4 + 1) n. Aussi le dévelonnement. (8) 


48 POLYNÔMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES [CH. IT 


peut-il s’écrire sous la forme 
TPrn = EnPn+ti + PrPn + YnPn-1 


OÙ An = Cr+ins Pn — Cnns Yn = Cn-1n Ce Qu'il fallait démontrer. 

Les coefficients &,, B,, y. se laissent exprimer en fonction du 
carré de la norme d° et des coefficients a,, b, affectant les puissances 
n-ième et nr — Î-ième du polynôme p, (x): 


Pn (x) = ant" + Bat +... (an 5 0). 


Il ressort de (9) que décr, — dicnn. Puisque &n-1 = Cn n-1 et Yn = 
— Cn-1,n: On obtient, en posant £—n—1, que 


Vn = Xn-10n/dn-1. (10) 


D'autre part, en identifiant les coefficients des termes de plus 
haut degré dans le premier et le second membres de l’égalité (8), on 
obtient a, = @,a,., et b, = &,b,u, + P,a,, d’où 


2 
ln B bn bn+: An-1 dn 


Œ. — = TE 41 
de an An+1 | Vn an di ( ) 


An+1 


Ainsi donc, connaissant les coefficients a. b, et le carré de la norme 
d? des polynômes orthogonaux quelconques p, (x), on peut définir 
par récurrence les polynômes p,:, à partir des polynômes p, et 
Pn 1: | | 

Considérons une relation de récurrence du type (7) 


Zn (2) = Gnün a (2) + run (2) + Yrun 2 (2) (72) 


pour des valeurs complexes quelconques de z. Une des solutions de 
cette relation est fournie par les polynômes p, (z), orthogonaux sur 
l'intervalle Ja, bl par rapport au poids p (z). Une autre solution, 
pour zéla, b], est représentée par les fonctions 

b 


Qn (2) = pute ds. 


Pour le montrer, il suffit d'intégrer la relation de récurrence pour 
les polynômes p, (s) sur l'intervalle Ja, bÎ avec le poids pe) et 
d'appliquer l'égalité 


b b 
[RO Q gs = {14 EE) pa (s) p (s) ds = 
b b 


— 2 (s)o (s) ds +z | PO gs = 79» (2) (n>1). 


a a 
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À la fonction g, (z) est étroitement liée la fonction 


b 

ra ()= er — ju p (s) ds. 
On voit sans peine que c’est un polynôme de degré nr — 1. On l’ap- 
pelle polynôme de deuxième Dr Puisque pour z € la, blona 


b 

Tn (2) = | REOPE sp, (2) LOS 9, (2) —+ Pn (2) do (2) 
(9 À a ’ 

et que pour z € [a, b] les fonctions p, (z), qn (z) vérifient la même 

relation (7a), on conçoit que les polynômes r, (z) vérifient cette rela- 

tion, eux aussi. Or, en vertu de la continuité, ils la vérifient égale- 

ment pour ZE La, b]. 


4. Formule de Darboux-Christoffel. De la relation de récurren- 
ce (7) découle immédiatement une formule importante de la théorie 
des si cs orthogonaux, dite formule de Darboux-Christoffel : 


PR @ ) PR PR (x) Pr (y) 1 an Pn+1 (€) Pn (y)— Pn (x) Pn+: (y) 
A RS D 
An+1 L— 7 


Pour sa . nous ferons intervenir la relation (7) et la for- 
mule (10): 

d, 
Pr (2) = GR Prt (&) + Papa (2) + ana Pr (2), 
Rh—1 


À 


ee] 


YPR (y) = GrDr+1 (9) + BaDr (YU) + ar: Pr-1 (9). 


NS 

dy - 1 

Ces relations de récurrence restent vraies aussi pour 4 — 0 si l’on 
Lu 


pose 7 — 0, p_ (x) = 0. Multiplions la première par pz (y), la se- 


conde par pz (x), divisons chacune des relations par dé et faisons la 
soustraction terme à terme. Il vient 


(x — y) RCE = À (Z, y) — Ar (x, y), 
où 
An (x, y) = ra LPa+1 (€) Pa (Y)— Pr (&) Das (U)]. 


En faisant la sommation his k entre k — Oetk — n, on obtient 


(x — y) S PR (x) * is = À, (x, y). 
R=0 
k—0592 
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La formule obtenue est de toute évidence équivalente à (12), car 
An — Anl An +1- 


9. Propriétés des zéros. Montrons que tous les zéros x; du poly- 
nôme p, (x) sont simples et contenus à l'intérieur de l'intervalle Ja, bI. 
Supposons que le polynôme p, (x) change de signe sur la, bl en pas- 
sant par Æ points. On a évidemment 0 < 4 < n. Pour que la pro- 
priété proposée ait lieu, il faut qu'il y ait À — n. Posons 


{ pour Æ —0, 
__J à 
an (x) = [Il (&—7x,) pour 0<k<n. 
j=1 


Ici x; sont les points en lesquels le polynôme p, (x) change de signe. 
Le produit p, (x) gk (x) garde évidemment le signe pour x € Ja, b[. 
On a donc 

b 


| Pa (x) qn (a) p (x) de 0. 


Il en découle que # = n, car pou ALnona 
b 


À Pa (x) an (a) p (x) dx — 0 
a 
en vertu de (9). 

On montre que Les zéros des polynômes p, (x) et p,+, (x) alternent. 
Considérons un cas particulier de la formule de Darboux-Christoffel 
qui se réalise quand on fait un passage à la limite dans (12) pour 
y — ZT: 


_ p(z) { : ; | 
; | 5 D d2 — [Pn+1 (x) Pn (x) Pr (x) Pn+1 (x)]- (13) 
b—0 k ñn n+] 


Soient x; (j — 1,2, ..., n + 1) les zéros du polynôme p, 41 (x). 
Conformément à (13), le signe que prend le produit Py41 (tT) Pn (x) 
dans les zéros x; du polynôme p,., (x) est indépendant de j. Or, le 
premier facteur p,1, (x) change de signe en passant de x; à x;+,: 
le second facteur doit donc en faire autant. Par conséquent, p, (x) 
s’annule dans au moins un point de l'intervalle [x;, x;,,l. Puisque 
nous avons n intervalles Îx;, x;..,1 dont chacun contient au moins un 
des nr zéros du polynôme p, (x), il est évident que deux zéros succes- 
sifs quelconques du polynôme p, ,, (x) encadrent exactement un zéro 
du polynôme p, (x). 


6. Propriétés de parité des polynômes consécutives à la parité de 
la fonction poids. Soient {p, (x)} des polynômes orthogonaux sur 
l'intervalle ]—a, al par rapport à un poids p (x) qui est une fonction 
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paire. Alors, changeant dans (3) x en —x, on obtient 
QG 


| Pa(—2)pn(—2)p(t) d=0 (mn). 


Puisque la donnée du poids p (x) définit les polynômes orthogonaux 
de façon univoque à un facteur de normalisation près, on a p, (—x) — 
= ChPn (x). Identifiant les coefficients des termes de plus haut degré, 
on obtient C, — (—1}", ce qui donne lieu, en particulier, aux pro- 
priétés de parité suivantes des polynômes d’Hermite et de Legendre: 


H} (—2) — (—1)°F, (x), 
Ph (—2) = (—1)"?, (x). 


La dernière égalité est un cas particulier de l'égalité 


PR (—a=(—1y PÉ 9 (x) 


qui découle de la formule de Rodrigues pour les polynômes de Jacobi. 
Nous venons de montrer que les polynômes {p, (x)} orthogonaux 


sur l’intervalle ]—a, al par rapport au poids op (x), qui est une fonc- 
tion paire, vérilient la relation 


Pn (—2) = (—1)"Pa (x). 


En identifiant les coefficients qui affectent les mêmes puissances de 
x dans cette égalité, on remarque que pour nz impair les polynômes 
Pn (x) ne contiennent que des puissances impaires de x, et pour ñn 
pair, ils ne contiennent que des puissances paires de x, i.e. 


Pon (x) — Sn (x°), Pan +1 (x) = Lin (x°), 


Sn (€), t, (x) étant des polynômes de degré n en x. En faisant inter- 
venir les conditions d’orthogonalité pour les polynômes de degré 
pair {Don (x)}, on a pour mn 


a 


À Pan (2) Pam (2) p (2) de = | 54 (22) 5, (2°) p (x) dr = 
52 (8) 6m (29) p (2) de = | 59 5m ELU dE = 0. 


0 


= 2 


Ainsi donc, Les polynômes sn (x) = Pon (V x) sont orthogonaux 
sur l'intervalle ]0, a?[ par rapport au poids p,(x) — TE o (V x). 
TL 


L% 
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D'une façon parfaitement analogue, on a 


À Pants (2) Pam (2) 0 (e) dx = | at, (a?) tv (29) p (x) dr = 


a? 


= | O4, OVEr(VÈdE=0 (mn). 


0 


Ainsi donc, les polynômes t, (= Pan (V x) sont ortho- 
T 


gonaux sur l'intervalle J0, al par rapport au poids p; (x) = 
—=V/zo(V x). Il en découle en particulier que 


Han) = Crln (2),  Hons (2) = AntLn” (2). 


On recherche les constantes C,, À, en identifiant dans ces relations 
les coefficients qui affectent les termes de plus haut degré (voir $ 7). 
Il vient 


H,,(x)=(—1)"2%n1L;""? (x), (14) 
Honxi (a) =(— 1) 22%%1n IL? (22, (15) 


7. Relation entre deux systèmes de polynômes orthogonaux dont 
le rapport des poids est une fonction rationnelle. Lorsque nr est élevé, 
le calcul des polynômes orthogonaux p, (x) à l’aide des moments 
Cr d’après la formule (6) devient assez encombrant. Il est beaucoup 
plus facile de les calculer par la relation de récurrence (7), dans le 
cas où les coefficients de celle-ci sont connus. Le calcul de ces coeffi- 
cients cesse d’être une affaire facile en dehors d’une classe restreinte 
de polynômes orthogonaux. On comprend donc l'intérêt pratique des 
formules simples qui établissent des relations entre deux systèmes 
de polynômes orthogonaux par rapport à des poids différents. De 
telles formules existent par exemple dans le cas où le rapport des 
poids est une fonction rationnelle *). 


Soient {p, (x)}, {p, («)} deux systèmes de polynômes orthogo- 
naux sur l’intervalle Ja, bl par rapport aux poids p (x) et 0 (x) respec- 
tivement, avec p (x) = À (x) o (x), où R (x) est une fonction ra- 


*) Voir B. B. VBapo, O censu cucmem nonukomoe, opmoronanvnaux 
OMHOCUMEAPHO DPaSAUUHETZ DynKkyuü pacnpederenuas. FRYPHAN BHANCHATENEHOË 
MATEMATUKH LH MaTeMaTnuecKOÏ PnsuKU, T. 9, Ne 6, 1969 (V. Ouvarov, Sur 
la relation entre des systèmes de polynômes orthogonaux par rapport aux diffé- 
rentes fonctions de distribution). 
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tionnelle : 


(z—$;) 


So 


D 
S 
| 
(éolien à 


Cherchons la relation entre p, (x) et p, (x) d’abord pour le cas 
où k# — 1, 1 — 0, i.e. op (x) = (x — «;) p (x). Développons le poly- 
nôme p, (x) suivant les polynômes ph» (x): 

Pn (x) me 2 CmPm (x). 


Ici 


gr | Pn (E) Pm (2) p (x) dr = 


Pa (6) p (&) dx |. 


Q mm) ©* 


+ ETS (re) 2e PP ED 5 (x) da + Pa (cu) 


Em C) = Pme Eu) et un polynôme de degré m — 1 et 


Puisque la fonction 
FC 

que m — 1 L n, la première intégrale s’annule en vertu de l’ortho- 

gonalité des polynômes p, (x), d’où 


C, — À, Pre 


où À, est une constante. 
On a donc 


: à Em (Ca) Par (x) è 


m 


Pr (x) — À 
m—=0 
En faisant intervenir la formule de Darboux-Christoffel, on obtient 
l'expression suivante : 


Ph (x) — D, Pn+1 (x) Pn “Prat (&:) Dn (x) : (16) 


où D, est une constante. 
Plaçons-nous maintenant dans Île cas où k—0, [—1, ï.e. 


0 (x) — Le . Faisons de nouveau le développement du polynôme 


Pi 


P,(x) suivant les polynômes p, (x) : 


Pn (x) = : CmPm (x), 
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b 
Pa (2) Pm (2) P (& de | Pr )(& — Bs) Pan (2) P (a) dx 


Puisque la fonction (x — $,) p» (x) est un polynôme de degré 
m —+ 1, les coefficients C, s’annulent pour m << n — À en vertu de 


l’orthogonalité des polynômes p, (x), i.e. 

Pr (x) = Cn1Pn-1 (€) + CnPn (@). 
Pour connaître les coefficients C,, et C,, intégrons cette relation 
sur l'intervalle Ja, b[ avec le poids p (x) — LE. Pour nr > 1 l'in- 
tégrale du premier membre de la relation s’annule, i.e. 


Cn -19n -1 (1) + Cn An (Br) = 0, 


«= 


OU 


b 
dm (2)= \ Pm (x) E (x) dx. 


L—2Z 
D'où 
Cn = Dan 1 (B1); Cri = —Dign (1) 
(D, est une constante). 


Ainsi donc, pour DL on a 


z— 
Pn (x) = D; [Da (Z) Qn -1 (P1) — Pn-1 (Z) 9x (B1)l: (17) 


Revenons à présent au cas général où l’on a 


k 
I] (Tr — @ j) 
= —— p (x). 


ps 
low 
PT 
3 
| 
TD 
Ce 
D 4 


À l’aide des formules du type (16) et (17), on obtient par récurrence, 
en augmentant À ou / d’une unité, 


Qn-1(P1) --- Gn+ (B1) 


9e € ee ee  e + + + ee 


Qn-1 (Puy) +++ Qn+r (Pi) 


Pn-i(@i) -.: Pn+r (O4) 


9 


Pn-1(&r) -.: Pn+ir (ax) 


Pn-i (x) +. Pn+k (x) 
où D, est une constante de normalisation. 
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Rappelons que les fonctions q, (2) et les polynômes p,, (z) véri- 
fient la même relation de récurrence (voir n° 3 


$S 7. Caractéristiques principales des polynômes 
orthogonaux classiques 


1. Calcul du carré de la norme et des coefficients des termes de 
plus haut degré. Calculons les coefficients a,, b, dans le développe- 
ment du polynôme 


lt) = dir DE se, 


ainsi que le carré de la norme 
b 
2 2 : 
di, — À y2 (a) p (2) de. 
a 
Le coefficient a, se laisse exprimer en fonction de la constante de 


normalisation B, de la formule de Rodrigues à l’aide des formules (4) 
et (5) du $ 5. Puisque y(n) (x) = a,n!l,ona 


n—1 
A B / n+k—1 " 
An = RE B, ]] (v + 0"), Be (1) 
R—0 


Le coefficient b, se calcule sans peine en identifiant les coeffi- 
cients de x”! dans l’équation différentielle pour y, (x): 


bn __ ntn-1 (0) 
on a 0 a 


Quant à dn, on se servira utilement de la formule de Rodrigues. 
On a | 
b b 
di = | yA (a) p (2) dr = B, | ya (x) Lo” (a p (&)]" dx. 
En faisant n fois l'intégration par parties, on obtient finalement 
b 
dh=(—1ÿ'nla,B, | 07 (x) p (x) dx. (3) 
Nous avons profité du fait que les termes y{m-1) (x) [o? (x) p (x)]-m) 18 
(m = 1,2, ..., n) s’annulent en vertu de la condition (8) du $ 5, 
car on a d’après la formule (4) du $ 5 


Lo" (2) p (I = EE 07 (x) p (2) y) (x). 
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L'intégrale dans (3) peut être exprimée en utilisant la fonction gam- 
ma (voir Appendice À, n° 5). 

Les caractéristiques principales des polynômes orthogonaux clas- 
siques sont résumées dans le tableau 2. 


Tableau 2 
Caractéristiques principales des polynômes orthogonaux classiques 


Yn (x) PÜ@s Bl{x) (œ >-1, B>-1) L® (x) (a >-1) H, (x) 
Ja, I }—1, 1[ J0, co ]—00, oof 
P (x) (A—2)% (14 3)P see “si 
G (x) 1— 72 x 1 

T (x) P—a—(a+B+2) zx 1+a—x — 2x 

hn n(n+a+p+1) n 2n 

(— 1)? 1 

Bn 2n| nl a à 
: F(2n+a+fhp+1) (—1)" on 

d 2nniP (n+a+f$f+1) n! 

b ___(@—PIT (Qn+a+p) (—1)n-1 n ra 0 

” 20 (n—A1)if (n+a+$f+1) (n — 1)! 

: 9X+B+IT (n+a+1)T (n+p+i) l(nta+1) mn VX 

M | nt@n+a+p+DTMm+Ea+p+D nl L 

2(n+1) (n+a+$f+t) Es 
Un | Gnta+tp+n @nta+h+2 Su: 2 
2 — œ2 ! 
Pn En+a th) @nratp+ if is , 
2(n+a)(n—+$) 

” Gn+a+B)@n+a+ ED bis " 

An —n 0 

U (a—$)n 

Pr Tnta+p | 

Ÿn TES _(n+a) On 


Les constantes &,, B,, Y, qu’on voit dans le tableau 2 intervien- 
nent comme coefficients dans la relation de récurrence (voir $ 6, 


n° 3) 
LUn (x) = ŒnUn+1 (x) x à BrYn (x) + YnYn=1 (x). 
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Les coefficients An. B.., Mn figurent dans la formule de dérivation 


G (x) ya (x) = (Gnx + Ên) Un (2) + Vn Yn-1 (2) 
qu’on obtient en portant dans la formule (7) du $ 5 l’expression de 
Un+1 (x) tirée de la relation de récurrence citée. 


2. Valeurs particulières. La formule de Rodrigues permet de 
calculer les valeurs numériques des polynômes de Jacobi et de La- 
guerre pour certaines valeurs de x en appliquant la règle de Leibniz 
pour le calcul des dérivées d’un produit de deux fonctions: 


ee D (= Leo = Le+e+D 
as (1) = La (0) — nil (œ«—+1) 9 (4) 
(@, B) — n Tin+p+1) 
On tire pour les polynômes de Legendre : 
Pr (D) =1, Ps (1) = (—1y. (6) 


Les formules (14) et (15) du $ 6 fournissent les valeurs des polynô- 
mes d’Hermite pour x = 0 


—1)T (2n)! 
Han (0) = ENT, Hank (0) —0. (7) 


3. Allure générale et évaluation de certaines valeurs numériques 
des polynômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. Pour connaître 
l’allure générale des solutions d’une équation différentielle du type 


[k (x) y'Y +r(x)y =0 


sur un intervalle où 4 (x) > 0 et r (x) > 0, on remplacera utile- 
ment la fonction oscillante y (x) par la fonction 


0 (x) = y° (x) + a (x) LE (x) y (x)P 


en choisissant le facteur a (x) de telle façon que les domaines dans 
lesquels la fonction v (x) est monotone soient connus. A cet effet, 
calculons la dérivée v’ (x) en utilisant l’équation différentielle pour 
la fonction y (x): 


v' (x) = 2yy" + a (x) Lk (x) y + 2a (x) k (x) y’ Lk (x) Y'Y — 
= a" (x) lk (x) y'E + 2yy' [1 — a (x) k (x) r (x)]. 


Le choix a (x) — 1/(k (x) r (x)) nous donne 
al | MG VE. 


Puisque [4 (x) y À > 0, les domaines de croissance et de décroissan- 
ce monotone de v (x) se confondent avec ceux de a (x) = 1/(k (x) r (x)). 
Remarquons que les fonctions v (x) et y? (x) prennent des valeurs 
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égales dans les points où la fonction y? (x) passe par un maximum. 
Cela permet de cerner les domaines où les maximums successifs de 
| y (x) | croissent ou décroissent. 

Appliquons le même raisonnement pour déterminer l’allure des 
polynômes orthogonaux classiques sur un intervalle d’orthogonalité 
Ja, b[ où o (x) > 0. Dans ce cas les polynômes y — y, (x) vérifient 
l'équation différentielle 


[ke (x) y +r(x)y =0 
pour # (x) = G(x)p(x),r (x) = Xp (x), À = À, (n = 0). Posons donc 


v (2) = pe (2) + SE [y (TE (8) 


À l’aide de l'équation différentielle pour le polynôme y (x), nous 
obtenons 

v' (x) = LOTO jy (ape. (9) 
Cette expression montre que la fonction v’ (x) est de même signe que 
le polynôme du premier degré + [o” (x) — 2t(x)l. Les fonctions 


v (x) et y? (x) prennent les mêmes valeurs dans les points où 6 (x) — 
— (0, ainsi que dans les points de maximum de la fonction y? (x) 
où y (x) = 0. Pour cette raison les valeurs de la fonction |y (x) | 
dans les points indiqués décroîtront successivement dans le domaine 
de v' (x) << 0 et croîtront dans le domaine de v” (x) > 0. 


Exemple 1. Pour les polynômes de Jacobi on a © (x) = 0 pour x — 
= +14, 6° (x) — 27t (x) = 2 [x — B + (a + 6 + 1) x]. Soient à + 
+ 1/2> 0 et B + 1/20; on a alors À, > 1. Pour —1 << 37< 
<= EE on a 6 (9) — 2e (9 < 0 et | PE (2) | < 
<T | P@& B(-—1)], et les valeurs des maximums de Ia fonction 
| P(&, B (x) | décroissent avec la croissance de x. De même, pour 


zic les valeurs des maximums successifs de la fonction 
| P& B (x) | vont en croissant. 

Ainsi donc, pour & + 1/20, B+1/2>0 et —1<x<i, 
on a 


PO 0) Em et0p, pe PO 
En particulier, pour les polynômes de Legendre on a | P, (x) | 1 
pour —1 <x<1i (voir fig. 1). 
Exemple 2. Pour les polynômes de Laguerre, quand & + 1/25 0 
et 0Lx<r = a+ 1/2, on a | Le (x) | << | LE (0) |; les valeurs 
des maximums successifs de | L% (x) | décroissent. Par contre, si 


x > x, les valeurs des maximums successifs de la fonction | L& (x) | 
croissent (voir fig. 2 pour L%(x) avec «a —0). 
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Exemple 3. Pour les polynômes d’'Hermite on a 6° (x) — 27% (x) — 
— 4x. Aussi les valeurs des maximums successifs de | H, (x) | crois- 
sent-elles avec la croissance de | x |. 

Ces évaluations donnent l’idée générale du comportement des 
polynômes y — y, (x) sur leur intervalle d’orthogonalité. Nousentre- 
prendrons maintenant quelques évaluations numériques simples pour 
les polynômes de Jacobi et de Laguerre, afin d’en connaître d’une 
façon plus précise la variation en fonction de n dans les points inter- 


nes de l'intervalle Ja, bl, supposant comme précédemment que ï € 
€ Ja, bl. Pour les polynômes d'Hermite, les évaluations correspon- 
dantes s’obtiennent grâce à la relation entre les polynômes d’Hermite 
et ceux de Laguerre. 

Prenons l’équation généralisée du type hypergéométrique 


T (x) 
O (x) 


TER ILE, (10) 


O2 (x) 


u” + 


et, opérant la transformation uw — œ (x) y introduite dans le $ 1, 
réduisons-la à l’équation pour les polynômes orthogonaux classiques : 


G(a)y"+ t(a)y' + y = 0. (11) 
Rappelons la relation entre les coefficients de (10) et de (11): 


T (x) = Tt (x) — 27 (x), GO (x) = À (x) — q (x), 
(x) = a (x) + 2 (x) [rt (x) — 0° (2) + n° (x) 0 (x). 


Ici x (x) est un polynôme de degré non supérieur à 1 qui figure dans 
l’équation différentielle 


p (x)/@ (x) = x (x)/6 (x) 


pour la fonction œ (x). Mettons l’équation (10) sous une forme diffé- 
rente : 

6 (x)u"+T(x) u'+[a 2 |u=0 (12) 
La manière la plus simple d'évaluer w (x) consiste àä[introduire une 
fonction analogue à v (x): 


wo (x) = ur (2) + qu (HP. 


Il est évident que l’on a sur l’intervalle ]a, b[ pour les polynômes de 
Jacobi et de Laguerre 


[u (x) V w(x). (13) 
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A l’aide de l’équation différentielle (12) on obtient 


qu” (a) + Tu (a) u (a). 


D (x) = O” D 


L'expression de w’ (x) revêt une forme particulièrement simple si 
l’on choisit le polynôme x (x) à partir de la condition ©” (x) — 


— 27 (x) — 0. On a 
n (x) = + [2t (x) — 0° (x)]. 


Il vient alors 


ww" (x) — D u (x)u’ (x). (14) 


De l'inégalité évidente 2ab < a? + b? (pour a, b quelconques) il 
ressort que 


2 = ve, uu' LU? + —— 0 [u" (x)? = w (x). 


Il vient donc, en vertu de (14), 
[q (z) | u (x). 
V/X 03/2 (x) 


D'où, pour x > x, on obtient 


w" (7) 


w (x) = w (x) | [+ Eds | ds |w (To) [| \ re | (15) 


pour en tirer, en vertu de (13), l” tes 


ju (HISV & 0 exp| | ET ds |. (16) 


Appliquons l'évaluation (16) dans le cas des polynômes de J'aco- 
bi. Par raison de symétrie 
PRO (—x)=(— 1) PÉ 9 (x), 
il suffit d'évaluer PB) (x) pour —1 << x < 0. On a dans ce cas 
C(t) =1-2 >1+ zx, 
d’où 
[9 (x)! << À; 
2V/ho%2(x)  2V/A (Lx)? ? 


62 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES [CH. IT 


Où A, — max |g(x) |. On a donc pour —-1 Lx, Lrz<O0 


— I<Xx<0 
À 
en vertu de (16). 

L'évaluation obtenue montre qu’on ne peut pas choisir x, — —1. 
Choisissons donc x, à partir de la condition À (1 + xo) = C, où C 
est une constante indépendante de nr (puisque À — À, dépend de n, 
x, en dépend elle aussi). On aura alors 


[u (2) < 42 V & (Go) (17) 
(4, est une constante qui ne dépend pas de n). 


Pour évaluer w (x), cherchons la relation de la fonction w (x) 
avec le polynôme de Jacobi y (x) — P(:8 (x). On a u (x) — 
— (zx) y (x), où y (x) est solution de l’équation différentielle 


de — , n(a)= +2 (2)— 0" (x). 
Puisque 
m(#) 1 7@ 1 06 1 Ge 16" 
G(xz) 2 Of(x) 4 O(x) 2 op 4 © ? 
on à 


px) =[o(x)p?(x)1l/#, u(x) —=[o (x) p? (x)]l/# y (x), 


6 


w(x)= 0 (x) + lu (x)P— 


= 2 2T (x) — 0° @ , 
Vo @ |y(0+ (SEE VERS 
Pour évaluer w (x), nous ferons intervenir les ne 


v (x) < v (—1) = y (—4), 
0 & 2t (x) — 6’ (x) < 27 (—1) — 0° (—1) 


°c ,) |]. (418) 


démontrées précédemment pour —1<i<i= ainsi que 
les évaluations évidentes (voir formule (8)) 
HISVr(@), Vo ly (HI<Vv(E 
Conformément à ces évaluations, la formule (18) nous donne pour 
To L z 
w (to) < A3 V 6 (to) P? (To) y? (— 1), 
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…: 2T(—1)—0"(—1) 2 
A+ +1) 
La condition x, << x sera automatiquement vérifiée pour n > 1 si 


l’on pose C < V 1 Lx, car À = À, > À pour nr > 1. Compte tenu 
de la relation 

: l+a) 

M tT@e D 
(voir Appendice À, formule (26)), de la formule (5) et de l'égalité 
VA + x) — C définissant la valeur de x,, on voit sans peine que 
la quantité V/n [o (xo) 0? (xo)]/# | y (—1) | est uniformément bornée 
par rapport à nr. Donc, dans le cas de & + 1/2 > 0, B + 1/2 > 0, 
l'évaluation de w (x,) et la formule (17) donnent lieu à l’évaluation 
suivante pour les polynômes de Jacobi: 


1 
CHPRP GIE (19 


[arg z| 1 — 6 


(92 


LR 8 
(A—zx)? <(+zr)? 
où À est une constante qui ne dépend pas de 7. 

Etablie pour x > x, l'inégalité (19) reste vraie aussi pour x < x,, 
car on à dans Ce cas 


Lo (x) p? (x)4 l'y (x) | Lo (xo) 0? (æo)44 | y (—1) |, 


tandis que la quantité V/n [(o (xo) 0? (x0)1t/# | y (—1) | est unifor- 
mément bornée par rapport à n. Ceci nous prouve que (19) est vraie 
pour —1 Lx 0. Enfin, la relation 


Peu 5) (— 2) = (— 1)" PB: © (x) 
permet de voir que l'inégalité (19) est satisfaite aussi pour 0 << x < 1. 
Puisque nous avons pour les polynômes de Jacobi 
a = 2 PPT Hat WT(mE+B+T), 
n| (2n+a+fp+1)F (n+a+p+t1) 
la relation 


T'(2+a) _4 


Fos 1 jarg z| Ln—Ô 


lim 


(voir Appendice A, formule (26)) nous montre que la quantité nd? 
est bornée. Aussi l’évaluation (19) pour les polynômes de Jacobi se 
laisse-t-elle récrire sous la forme 
ou 8 4 À pla, B) 
A— 2)? rar tri elec, (20) 


où C, est une constante qui ne dépend pas de n. 
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Par la même méthode que pour les polynômes de Jacobi, en fai- 


sant intervenir l'inégalité (15) et en posant V/ Az, = C, on obtient 
une évaluation pour les polynômes de Laguerre L4 (x) dans le cas 
de 0Lzx<i, a + 1/25 0: 


C 
V <<. (21) 
œ 1 x —— 
ne ne DD C 
x ? Le = L ES AC < LE 9 (22) 


où C, est une constante indépendante de ». 

Lorsque x — co, l'évaluation fournie par la relation (15) pour 
les polynômes de Laguerre s'avère excessivement grossière, vu que 
son second membre croît exponentiellement pour x — + oc, tandis 
que son premier membre décroît exponentiellement. Pour améliorer 
cette évaluation, on peut utiliser l’égalité (14). En effet, puisque 


V/ © 10 a) SV w(x) 


On à 
(EE Elu GIVE 
l:- ©; 
dus 2 lat)u(rl __ 1a(1V 6 G@)ly G@) 
en LE 23 
dz Vu) VX 03/2 (x) VA 65/4 (x) où 


D'où, pour x > 1, on obtient 


Vo) =Vu(n + | Vu tldés< 
1 


w (0) - la Ve (y (s)L y 
| | 
<Vw(®0 Ï VX o5/4(s) 


Appliquons l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski. Il vient 


"d : 
VouR<VuD+ LOS Tue (s)p(s) ds. 
ny jo, 


d’où 


Lo (a) p° (et OI 


POREES 
__Iu(z)] w (x) 7 w (1) 1. g° (s) ds 
<< d2 <VY d2, Re V 65/2 (s) * (24) 
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En vertu de l'inégalité (21), on a 


l'a _ C 
V a Su (29) 


Puisque g (x) est un polynôme du second degré et que © (x) = x, il 
existe une constante €; indépendante de n, telle que 


EE 
2(s)d : : 
V ES LCar5/s. (26) 


1 


Confrontant les formules (24) à (26), or obtient pour r>1 et 
a+12>0 


ro] R 


{ < œ 
+ s|Lr(@) 


| C. Cax5l5 


ses ce 7 
dn Si nli/? (27) 


On vérifie sans difficulté que cette évaluation reste vraie, quelle 
que soit la valeur de x > 0 (voir (22)). 

Il est curieux que l’inégalité (27) reste vraie aussi pour & + 1/2 — 
— 0, car on a dans ce cas pour les polyÿnômes de Laguerre 


1 1 1 L- 
—(a+z)s+z(e-) Dr 
Le point x = 0 n'est donc pas un point singulier dans l’inégalité (23), 
si bien qu’on peut, en faisant l'intégration dans (23), prendre x = 0 
comme borne inférieure pour aboutir aussitôt à l'évaluation (27). 
L'évaluation pour les polynômes d’'Hermite se déduit de (27) 
cour & = + 1/, en utilisant les formules (14) et (15) du $ 6: 


5) 


72 
4 


q (x) = 


x? 
— [Hal D Co , Caxl 
an SET mA Sos 


Remarque. Si x € lz,, xl et a x, << x, << b, on tire de (20), 
(27), (28) des évaluations plus simples: 


e < 


(PES 0 G)i 
——KC; (a+1/25>0, B+1/2>0), (20a) 
ES (æ+ 1/20), (27a) 
| n(x)| C 
on SA a 


(les constantes C,, C:, C: dépendent évidemment de x,, x, et des 
paramètres &, f). 


On montre que les évaluations (20a) et (27a) restent vraies pour 
toute valeur réelle de & et de $. Prouvons-le dans le cas de l’inégali- 
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té (20a) par exemple, ou de l’inégalité équivalente 


VIP) (IEC. (19a) 
où C est une constante. 

Faisons la démonstration par récurrence, en supposant que 
l'inégalité (19a) soit vraie pour les polynômes P(@*1,8#1) (x) et 
P(a*2,8%2) (x). De l'équation différentielle pour les polynômes 
de Jacobi et de la formule de dérivation (6) du $ 5 il ressort que 


Va P@P (x) = — vr [ r(x) 2 pq p) (2) + 0 (2) pe. P) (@) |= 


BAG +2) # poux, 841) 1e 
. 2Vr one (x) 
EH cm (14H) Vr pere B+ 2) G 


Puisque l'inégalité (192), est vraie pour les polynômes 
(aœ+1, B+1) (œ+2. B+2) 
pl . (2) et RCE (x), elle est vraie pour polynôomes 

On montre de même la validité de l’inégalité (27a) pour toute 
valeur réelle du paramètre «. 


$ 8. Développement des fonctions en séries suivant 
les polynômes orthogonaux classiques 


1. Généralités. Dans les applications, il est souvent important 
de connaître des constantes a, susceptibles de garantir le plus petit 
écart moyen quadratique d'une fonction f (x): 

b N . 
mn || f(x)— 3 anyn (x) | p (x) de, 
a n= 0 
où y,(x) sont des fonctions orthogonales sur l'intervalle Ja. bÎ 


par rapport au poids p (x) > 0, et la fonction f (x) vérifie la condi- 
tion 


À F (x) (2) es. 


En vertu de l’orthogonalité des fonctions y, (x), on a 
Nb 
mn = | f (a) (x) de — 23) a, | f(æ) un (x) 0 (2) dr + 


a n—=0 a 


N 


b 
+ D, 48 | y (a) p (x) dx. 


n—=0 
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En posant 
b b 
= (y(motdr, Ci=-r\f(a)yn (po (x) dx 


(82 
on obtient 
b N N 
Mn = \F (x) p (x) dx + > dCi > Ca: 

a n=0 n—=( 

On remarque que my passe par un minimum pour a, — C,, i.e. 
b N 
Ay=min My—= \n (x) p (x) dx — > Cdi. 
a n—=0 

Puisque les constantes C, sont indépendantes de NW, la suite {A ,} 
est monotone, non croissante et bornée inférieurement (A, > 0). 


Il existe donc une limite non négative lim A, et la série > Cd 
N0o0o n=0 


est convergente, de sorte que 


OO b 
D, Cidi< | P (x) p (x) dx. (1) 
n= 0 a 


Cette inégalité est appelée inégalité de Bessel. 
Si lim Ay=0, on a 
N>00 


f (x) — à CnYn (t) (2) 


b 


Cu = 7 | f(x) un (a) p (x) de, (3) 


nm 
a 


et la série dans le second membre de (2) est convergente en moyenne 
sur Ja, bl par rapport au poids p (x), i.e. 


: : … 
E eZ Can (2) | p(æ) dr = 0: (2) 


Dans ce cas la relation (1) s'écrit 


CO b 
D Cdi = | P(Hp(0 dx. 
n=0 


a 


Cette dernière égalité est dite égalité de Parseval. 
5 # 
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Si la relation (4) reste vraie pour toute fonction f (x) de carré 
intégrable, i.e. telle que 


f(x)p (x) dx oo, (2) 


Q "—. © 


on dit que le système de fonctions {y, (x)} est complet. Il est facile 
de montrer que tout système de fonctions complet doit nécessaire- 
ment être fermé; cela revient à demander que les égalités 

b 


| fun (me (a) dr=0 (0, 1, ...) (6) 


a 


donnent lieu à l'égalité f (x) = 0 pour x € Ja, b[, quelles que soient 
les fonctions f (x) vériliant la condition (5). Ainsi donc, pour qu'il 
soit possible de développer une fonction f (x) suivant un système 


de fonctions orthogonales {y, (x)}, il faut que le système en question 
soit fermé. 


2. Fermeture d’un système de polynômes orthogonaux. Montrons 
que le système de polynômes {p, (x)} est fermé pour des fonctions conti- 
nues f (x) si la fonction p (x) est continue sur l'intervalle Ja, b[ et s’il 
existe une constante C, >> 0 telle que 


eCuxlp (x) dr < oo. (T) 


Pour la démonstration, considérons une fonction f (x) continue 
sur Ja, bl et vérifiant les conditions (5) et (6). Considérons en outre 
une fonction d'une variable complexe 


b 
F(2)= | ef (x)p (x) dx (8) 


dans la bande | Imz << C pour C < LE . Montrons que la fonction 


F (z) est analytique dans cette bande. A cet effet, il suffit de mon- 
trer que l'intégrale (8) est uniformément convergente. Puisqu’on 
a dans la bande considérée 


Co : 
ef (x) p (re Im2lif(x)| p (x) Le 2? |f(x)| p (&), 


l'intégrale F (z) sera uniformément convergente dans cette bande, 


« 


à condition que l’intégrale 


Ft x 
le?  If@Ip(x)dz 


a 
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soit convergente. Or, la convergence de la dernière intégrale résulte 
de l'inégalité de Cauchy-Bouniakovski: 


ù Co EEE DE . 
Le? f@ie@ u<V | adnip (a) de | {en (a) de 0 


En vertu du théorème sur l’analyticité de l'intégrale dépendant 
d'un paramètre, la fonction F (z) est analytique dans la bande 
|Imz|<C et, en particulier, dans le cercle | z | C. Elle se 
laisse donc développer en série de Taylor: 


DE 0 
n=0 


Utilisant des évaluations analogues, on montre facilement la 
convergence uniforme, dans le même domaine, de toute intégrale 
résultant de la dérivation par rapport à z de l’expression sous le 
signe d'intégration. Cela signifie qu’en calculant les dérivées F(") (0), 
on peut faire la dérivation sous le signe d'intégration, d’où 


— ? Iz1<C. (9) 


b 
F0) = | (ix)"f(x)p(x)dx (n—0, 1, ...). 


En développant (ix)" suivant les polynômes p, (x) pour k—0, 1,... 
.. n et en utilisant l’égalité (6), on obtient 


FO (0) = | (x) f (2) p (x) dx = 


a 


b n b 
= IS Gant) cu, À (2) pa (x) p (x) dx = 0. 
a k=—0 R=0 a 


Puisque #9 (0) = 0, il ressort de (9) que F (z) s’annule dans le 
cercle | z | C. En vertu du principe du prolongement analytique, 
. a F (2) = 0 pour tout z appartenant au domaine d’analyticité de 
F (2). On a en particulier F (z) = 0 ee tout z réel. 
Il est évident que la formule (8) de F (z) peut être récrite sous la 
forme 


F (2) = | ef (x) p (x) dx, (10) 
à condition de poser f (x) p (x) = 0 pour x <aet x > b. 


Pour des z réels, l’expression (10) de F (z) est le coefficient du 
développement de la fonction f(x) p(x) en intégrale de Fourier. D’après 
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l'égalité de Parseval, on a pour l'intégrale de Fourier 
O0 | . : j 00 7 : 
(PP dr | 1F(i°d2—0. 


Alors, puisque la fonction f (x) est continue et que le poids op (x) 
est positif pour x € Ja, bl, on obtient f(x) = 0 sur l'intervalle 
la, bl; autrement dit, le système de polynômes orthogonaux p, (x) 
est bien fermé sur l'intervalle la, bl. 

Utilisant la forme explicite de la fonction p (x) pour les poly- 
nômes orthogonaux classiques, on montre facilement que toutes 
les conditions énumérées plus haut pour la fonction p (x) ont lieu 
avec les polynômes orthogonaux classiques. Pour les polynômes 
de Laguerre, il suffit de choisir C, << 1; pour les polynômes de 
Jacobi et d'Hermite, la condition (7) est automatiquement vérifiée 
pour tout C, >> 0. On voit donc que tout système de polynômes ortho- 
gonaux classiques est fermé sur l’intervalle Ja, bÎ pour toute fonction 
continue f (x) vérifiant la condition (5). 


3. Théorème de développement. Le fait que tout système de 
polynômes orthogonaux classiques est fermé et les évaluations faites 
dans le $ 7 permettent d'établir les conditions dans lesquelles une 
fonction arbitraire f (x) est développable en série (2). Démontrons 
le théorème de développement suivant. 


THÉORÈME 1. Supposons que la fonction f (x) soit continue pour 
a << x << b et admette une dérivée continue par morceaux sur la, bl: 
soient yn (x) des polynômes orthogonaux classiques par rapport au 
poids p (x). Si les intégrales 


b 


b 
[P@otér et | (GE o (0 (x) dx 


a a 


sont convergentes, la fonction f (x) admet le développement (2) sur 
l'intervalle Ja, bl suivant les polynômes y, (x) et La série (2) est uni- 
jormément convergente en x sur n'importe quel segment [x., Sr me 
& Ja, bl. 


Démonstration. Donnons d’abord une évaluation des 
coefficients de Fourier C,. Nous avons vu au $ 5 que les dérivées 
des polynômes orthogonaux classiques sont elles-mêmes des poly- 
nômes classiques orthogonaux sur l’intervalle Ja, b[ par rapport au 
poids 6 (x) p (x). Donc, conformément à l'inégalité de Bessel (4), 


les coefficients C. du développement de la fonction jf” (x) suivant 
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TA 

les polynômes y; (x) vérifient l'inégalité suivante: 

00 b 

À Cdi | [f' (H)P 0 (4) p (x) dx < , 

n=0 a 
où 

b 
_ 1 | 
Cr | j'(@un (a) 0 (e)(p) (a) dr, | 


d' 
. b 
d= | Lun (@N2 6 (2) 0 (2) dx. 


J 


Cherchons la relation entre les coefficients C. et C,. Intégrant par 
parties et faisant intervenir l’équation différentielle 

(Opyn) + An OYn — 0, 
nous obtenons 
xo 
À f'(æ)yn (x) o (2) p (x) dx — 
X1 

x 2 


= f (a) y (a) 0 (0) p (2) — À  (e Lo (op () vx (el de = 


=jhn@oberaf+n [rom@e(dz (412 


(a TZ ty << To € D). 


Les intégrales dans (12) admettent des limites finies pour x, — a 


ou x, —> b par hypothèse et en vertu de l'inégalité de Cauchy-Bou- 
niakovski. Il existe donc des limites finies 


Fm Ÿ (x) Yn (x) 6 (x) p (x) — Ah, 
FR f (x) Yn (x) © (x) p (x) — 


Montrons que P, = 0. Supposons que B, = 0 pour une certaine 
valeur de n. On a alors pour x — b 


Pa 
DORE ACTICIICÉ (13) 


De la forme explicite de p (x) et de la relation (13) il ressort que 
pour B, = 0 la fonction f (x) ne vérifie pas la condition de conver- 
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sence de l'intégrale 
| (ao (x) dx. 


En effet, si b est un nombre fini, on a pour x — b (voir $ 5, n° Î) 
(br, p(ne(b—mt (a> 1). 

d’où 

{ { 


Pa 2 ; ————— 
Ï (x) es J GE CS Easermeee à 


On voit que pour &œ > —1Â l’intégrale 


b 
| 72 (2) p (x) dx 


est divergente. 

On étudie d'une façon analogue le comportement de la fonction 
f® (x) o (x) pour x — b quand b — --c. Cela prouve que B, = 0 
pour nr quelconque. En étudiant le comportement de la fonction 
f® (x) p (x) pour x — a de la même manière, on aboutit à l’égalité 


ni 
C’est pourquoi, en passant dans (12) à la limite pour x, — a et 
zs —+ b, on obtient 


: b 
| f'(x)ya(x)o (x)p(x) dx =, | f(x) yA (x) o (x) dx. 


En particulier, pour f(x)=y,(x) on a d, Ah, d, d’où cet. 


s Fi re PR TT 9 9 : 
Puisque la série D Cid? est convergente, la série >, C?dA, doit 
n=0 n=0 
être convergente, elle aussi. 


Montrons maintenant que la série en question >) C,y, (x) est 


TL 
uniformément convergente pour a x, <x<zxo << b. Compte tenu 
de l’inégalité de Cauchy-Bouniakovski, on obtient 


No No ; @) 
C < VA] 
| 2 CE 3 ICrda VIE < 
N—= IN n=N; 
No (x) 
<V > Con, S ue #o CS 2 Cid Sa V ÿ © S RE (14) 
n=N] n=N] n= Ni 
Un (x) 


O0 
si la série > 


—— €est Convergente. 
And 
n=N: 
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Pour évaluer y? (x)/(À,d?), il est commode de faire un change- 
ment linéaire de la variable indépendante de façon à mettre le 
poids p (x) et les polynômes y, (x) sous forme canonique (voir $ 5). 
Le seul effet d’un tel changement sur la quantité y (x)/(à,d2) sera 
de la multiplier par un facteur constant indépendant de n. C’est 


; , 2: A ÈS 
pourquoi, en étudiant la convergence de la série DE" on 
NAN 


n=N 
peut se borner aux cas où y, (x) sont des polynômes de Jacobi, de 
Laguerre ou d'Hermite. Utilisant les évaluations grossières dédui- 
tes au $ 7, n° 3, on montre que la série en question est uniformément 
convergente pou a Lt LxL xs << d et l’on est en mesure d’en 
majorer la somme. 

Faisons des évaluations correspondantes pour les polynômes 
de Laguerre y, (x) — L% (x), auquel cas on a a = 0, b = ©,p (x) — 
— xte*, Conformément à l'inégalité (27a) du $ 7, pour 0 < x, < 
LILI, L'©O ON à 


JL (2) DE 7 à - (C est une constante), 
n 
Un (æ) me 
re < VE (15) 
n=N n=N 
On en conclut immédiatement à la convergence uniforme, dans 
. 2 
le domaine 0O0<zxr <zr<zx, << ©, de la série > ae pour 
nan 
n=]i 
Yn (x) — LA (x). Dans les autres cas la démonstration est analogue. 


On voit donc qu’en vertu des évaluations (14) la série D Cayn (x) 
n—=0 


est uniformément convergente pour a << x TL Lo LC 0; puisque 
T1, &, sont arbitraires, la série en question est une fonction continue 
sur l'intervalle la, bl. 

Considérons la fonction 


(4 x) = f (x) — > Cryr (x). 


Cherchons les coefficients de Fourier de son développement en série 
suivant les polynômes ” (x). Il vient 


À OO 
À Fa) un “he Sr Cryn (0) | dr = 


0 (Our ()p(a)dx—Ix, (16) 
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OO 


b 
Ix= | y mea Z Cu (x) | az. 


Puisque 
b 
lun (@ym(ap(z)dr=0 pour sn. 


on obtient pour N>n 
b 
| Fa) ya (&) 0 (a) dr = — In. 17 


Evaluons la quantité Z y, à l’aide de l'inégalité (14) en posant N, — 
— N, N, = : 


r1<V À Cia À ln 6 se 5 #4 _ 


Les évaluations du type jé permettent de montrer que 1, 0 
quand V — oc. En passant à la limite dans (17), on obtient 
b 


| F(æ) un (a) p (a) dx = 0. 

a 
Remarquant que cette égalité est vraie pour nr quelconque, la fonc- 
tion f (x) est continue pour a < x << b et le système de polynômes 


orthogonaux classiques est fermé, on en déduit que f (x) = 0 pour 
a x << b, ce qui démontre la validité du développement 


f(a)= 2 Cour (x). 


Remarque 1. Nous venons de démontrer le théorème de déve- 
loppement pour des fonctions f (x) soumises à certaines conditions, 
bien que peu restrictives. Quitte à compliquer la démonstration, 
on prouve un théorème de développement plus général. Pour le 
faire, on met d’abord l'équation différentielle pour les polynômes 
orthogonaux classiques sous sa forme la plus élémentaire (voir 
$ 16, n° 1): 

u" (s) + IA — q(sjlu(s) =0 (0Ls< s). (18) 


Les fonctions propres de l’équation différentielle initiale se trans- 
formeront alors en fonctions propres u = u, (s) de l’équation (18). 
Puis l’on prouve un théorème de développement suivant les fonc- 
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tions u, (s) *) qui est plus général que celui de développement 
suivant les polynômes orthogonaux classiques. 


THÉORÈME 2 (THÉORÈME DE CON VERGENCE SIMULTANÉE). Si f (s) est 
so 
une fonction telle que l'intégrale | f (s) ds est convergente, le dévelop- 


0 

pement de f (s) suivant les fonctions propres de l'équation différentielle 
(18) sur l'intervalle 0  s LS, est convergent ou divergent en même 
temps que son développement en série de Fourier trigonométrique sur 
cet intervalle (si s, — , on prendra l'intégrale de Fourier au lieu de 
la série de Fourier). 


Remarque £. Si, dans le développement de la fonction f (x) 
en série suivant les polynômes orthogonaux classiques y, (x), la 
convergence en moyenne suffit, on se servira utilement du fait, 
connu du cours d'Analyse, que, pour des fonctions f (x) vérifiant 
la condition (5), une telle convergence découle directement du fait 
que le système {y, (x)} est fermé, à condition que les intégrales 
définies soient des intégrales de Lebesgue. 


$ 9. Problèmes de valeurs propres conduisant 
aux polynômes orthogonaux classiques 


1. Position du problème. Proposons-nous de résoudre des équa- 

tions du type hypergéométrique 

C(x)y + T(x)y + y = 0 (1) 
pour diverses valeurs de À dans le cas où la fonction p (x), solution 
de l'équation (60) — to, est bornée sur un certain intervalle Ja, bl 
et vérifie sur cet intervalle les conditions imposées à la fonction 
0 (x) pour les polynômes orthogonaux classiques. 

On a vu plus haut que les solutions les plus simples de l’équa- 
tion (1) sont des polynômes orthogonaux classiques y, (x) qui cor- 
respondent aux valeurs propres 
n (n= 0 " 


5 G”  _(n=0, 1,...). 


On constate que, parmi toutes les solutions de (1) pour diïféren- 
tes valeurs de À, les polynômes orthogonaux classiques se distinguent 
non seulement par leur simplicité mais aussi par le fait qu'ils sont 
les seules solutions non triviales possibles de (1) pour lesquelles la 


fonction y (x) Vo (x) soit bornée et de carré intégrable sur l’inter- 
valle Ja, bf. 


== —nT — 


*) Cette question est traitée en détail dans le livre: B. M. HJeBsuxTanx, 
M. GC. Caprcsnmx, Beedenue 8 cnekmpanrayrx meopur. M., «Hayxa», 1970 
{B. Lévitan, I. Sargssian, /ntroduction à la théorie spectrale. M., 
« Naouka », 1370). 
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Cette propriété des polynômes orthogonaux classiques est large- 
ment utilisée dans les problèmes de mécanique quantique où il 
s’agit de chercher les niveaux d'énergie et les fonctions d'onde d'une 
particule mobile dans un champ de forces. Si la particule, retenue 
dans un domaine borné de l’espace par des forces extérieures. ne 
peut pas s'éloigner à l’infini, on parle des états liés de la particule. 
Pour déterminer les fonctions d'onde + (r), définissant ces états, et 
les niveaux d'énergie correspondants Æ, on est amené à résoudre 
l'équation stationnaire de Schrôdinger 


ñ2 - 
— 5 Ab+Uv=E 


dans laquelle À est la constante de Planck, u la masse de la particule, 
U = TU (r) l'énergie potentielle, r le rayon vecteur. 

La fonction d’onde 4 (r) sera bornée pour toute valeur finie de 
| r | et devra vérifier la condition de normalisation 


Liber ar =1. (2) 


y 


Dans bon nombre de problèmes de mécanique quantique résolu- 
bles analytiquement par séparation des variables, l’équation de 
Schrôdinger conduit à des équations généralisées du type hyper- 
géométrique (voir $1): 

# 7 (x ; G (x) 
UE u LE u=0 (a<Lr< D). (3) 
© (x) : 
L'énergie Æ intervient comme paramètre dans les coefficients de 
l'équation (3). Il est supposé que 6 (x) = 0 pour x € la, bl et que 
6 {x) == O0 aux extrémités de l'intervalle la, bl si celles-ci ne sont 
pas rejetées à l’infini; autrement dit, les extrémités de l’intervalle 
sont des points singuliers de l'équation différentielle (3). Celle- 
ci étant exempte de points singuliers pour tout x € la, bl, la fonc- 
tion w{zx) est une fonction continue différentiable sur Ja, blet 
n'aurait des singularités que pour x — a et x — b. Pour énoncer les 
restrictions supplémentaires imposées à la fonction u (x) aux extré- 
mités de l’intervalle ]a, bl, mettons l’équation (3) sous forme auto- 
adjointe : 


Ce. "4 


(opu')" + pu = 0. (4) 


Ici la fonction o (x) > 0 est solution de l’équation différentielle 


Cn. “4 


(Gp) = tp. (5) 


Pour que la fonction d'onde 1 (r}) soit bornée et la condition de 
normalisation (2) soit vérifiée, il convient de poser le problème pour 
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— 


l'équation (4) de la façon suivante: chercher toutes les valeurs de 
l'énergie E pour lesquelles l'équation (4) admet sur l'intervalle la, bI 


des solutions non triviales u (x) telles que les fonctions u(x) V 5x) 
soient bornées et de carré intégrable sur ]a, b[, i.e. 


[u (x) |: p(x)| C (où C est une constante) 
et 


Lu (x) |? p (x) dx < 00 


(si a et b ne sont pas rejetées à l'infini, la dernière condition peut être 
omise). 
On a vu dans le $ 1 que le changement uw — œ (x) y permet de 
réduire l’équation (3) à une équation du type hypergéométrique 
d dy ” 
| 60% | + Apy = 0 (6) 
dans laquelle la fonction pi(x) vérifie l'équation différentielle 
(op) —= Te et la fonction + (x) est liée aux fonctions + (x) et p (x) 
par la relation 


a ® 
T=T+2 — 6. 
TT (9) 


De cette relation et de l'équation (5) il résulte que op (x) — 0 (x) p° (x). 


Aussi les restrictions imposées à la fonction uw (x) v o (x) se ramè- 
nent-elles aux conditions énumérées plus haut pour la fonction 
y (x) V p (x). Les valeurs de À pour lesquelles le problème posé admet 
des solutions non triviales sont appelées valeurs propres, et les fonc- 
tions correspondantes y {x, À), fonctions propres. 

On a vu au $ 1 qu'il existe plus d’un procédé pour ramener (3) 
à (6). Pour La plupart des problèmes de mécanique quantique admet- 
tant une solution analytique, il existe sûrement un moyen de faire 
que la fonction p (x) soit bornée sur la, bl et vérifie sur cet intervalle 
les restrictions imposées aux fonctions p (x) dans le cas des polynô- 
mes orthogonaux classiques. 


Remarque. Pour qu'une fonction poids vérifie les restrictions 
imposées aux fonctions op (x) dans le cas des polynômes orthogonaux 
classiques, il faut que le polynôme +t (x) s’annule en un point de 
l'intervalle [a, b] et admette une dérivée négative, i.e. T << (0. 

En effet, il ressort de la formule de Rodrigues que y, (x) — 
= B,Tt (x), ce qui veut dire que le polynôme + (x), admet une racine 
sur |a, b[. En outre, la formule (3) du $ 7 donne pour le carré de 
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la norme: 


di = — ab, 


o(x)p(x) dx = — B°r | G(2z)o (x) dx. 


Comme © (x) > 0 pour x € la, bl et d?’ => 0, on doit avoir T7 << 0. 

Cette remarque facilite le choix du procédé pour passer de (3) 
à (6): il suffit de choisir la constante k et le signe de la racine dans 
la formule (11) du $ 1 pour x (x) de telle façon que la fonction 


vx) = T(x) + 2n (x) 


véritie les conditions indiquées. 


2. Polynômes orthogonaux classiques comme fonctions propres 
dans certains problèmes de valeurs propres. Reprenons le problème 
de valeurs propres formulé au n° 1. 


THÉORÈME. Supposons que la fonction y — y (x) soit solution de 
l'équation du type hypergéométrique 


G (x) y 
et que la fonction p (x), solution de l'équation (6p) = tp, soit bornée 
sur un intervalle la, bi et vérifie sur cet intervalle les conditions impo- 
sées aux fonctions op (x) pour les polynômes orthogonaux classiques. 
Dans ce cas l'équation du type hypergéoméirique n'admet de solutions 


non triviales, telles que la fonction y (x) V o (x) soit bornée et de carré 
intégrable sur Ja, bl, que pour 


" 


+ T(t)y + ÀAy = 0 


j=h,=—nr— 20% Do (7=0, 4,...) (7) 
et ces solutions S écrivent sous la forme 
Bn ar ñn ; 
y, h)= un (= ae 107 @) p GT, (8) 


ie. ce sont des polynômes classiques orthogonaux sur Ja, bl par rap- 
port au poids p (x) (si a et b sont à distance finie, la condition de carré 
intégrable peut être omise). 

Démonstration. Le fait que les polynômes orthogonaux 
classiques y, (x) sont des solutions non triviales du problème pour 
À — À, se vérifie immédiatement. 

Montrons que ce sont les seules solutions non triviales du problé- 
me. Supposons le contraire, i.e. que pour une certaine valeur de À 
il existe une solution non triviale y — y (x, À) qui ne soit pas un 
polynôme orthogonal classique. On a 


(ooy'}) + Apy — 0, (opyn) + AnPYn = 0. 


Multiplions la première équation par y, (x) et la seconde par y (x, À). 
Retranchons la seconde de la première et intégrons de x, à x, pour 
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ar, Lx, L'd (remarquons que les équations pour y (x, À) et 
y, (x) n’admettent aucun point singulier à l’intérieur du segment 
[x., æ]). Il vient alors 
X2 
(À — À) | (a Myn@e()dr+o(e(m) Way) =0 (8 
X1 


" 


où 
W (Un Y) = Yn (2) Y (x, À) — yr (x) y (x, À) 
est le wronskien. Pour À Æ À, (n — 0, 1, ...) il découle de (9) que 


lim G(x)p (x) W (ur, y)= C4, (10) 
lim o (z) p (x) W (un, y) = C2 (11) 


(C;, C, sont des constantes). 

Pour la démonstration, il suffit de passer dans (9) à la limite 
pour x, —+ &a ou respectivement pour x, — b et de faire jouer la 
convergence de l'intégrale 

b 


À y(æ, À) pm (a) p (a) de. 


La convergence de cette intégrale découle de l'inégalité de Cauchy- 
Bouniakoveki 


Lu (x, À) ya (x ml V | y2(x, À) TOP (x) dx 


X1 


et de la convergence des ne 
b 


| y2(x, À) (x) de 


a 


Un (x) p (x) dx. 


Q © 


Les relations (10, 11) restent vraies aussi pour À = À, en posant 
C; = Ca = C, car il ressort de (9) que pour À = À, 


6 (z)o (x) W [y, (x), y (x, À)] = const. 
Montrons que la constante C, est égale à zéro dans (11). Puisque 
_d pie À) ] = "Un (x), y (x, À)] 
dr L'yn (x) yñ (x) É 
on à 


D) CF Wlunts) ls, À 
y (x, 1) = yn (2) | Le ta à [y . ae )] ds |, (12) 


Xo9 


OÙ POLYNOMES ORTHOMONAUX CLASSIQUES [CH II 


Choisiscons dans (12) un point x, << b de façon qu'il soit situé plus 
à droite que tous les zéros du polynôme y, (x). Pour se représenter 
l'allure de la fonction y (x, À) pour x — b, nous ferons intervenir 
la forme explicite de la fonction p (x) (voir $ 5. n° 1). Trois cas 
sont à distinguer alors: 

1) b est un nombre fini ; on a pour x — b 


G(æ)=b—ax, px) —(b—2)e (a>0): 


2) b — + ©; on a pour x —+ - co 
Cfx) zx, pix)-atelx («a>0, B<O); 


Re 
ww — 
Lu 
GS 


- CO; on à POUr TZ —+ + 00 
c(zx)=1, p(x) — nee (a <T CG). 


En examinant la relation limite (11) pour C, = 0, on constate 
que dans le premier cas l'expression sous le signe d'intégration dans 
(12) se comporte pour s — b de la façon suivante: 

W lyn(s), y (s, À)] Co 
y (S) G(s)p (s) y# (s) VS LES 
On a donc pour æ — b 
Â 


pv (e | DT 


In(b—zx) pour &«—0, 


pour aœ>>(. 


i. e. la fonction Jo (x) y (x, À) n'est pas bornée. On est donc amené 
à poser dans le premier cas C, — 0 

Dans les deux cas qui restent, pour x — +, on fera intervenir 
le comportement asymptotique des fonctions figurant dans (12): 


Un (x) bu Le 


EE 0) 


ga +2n+ 1 Ps x2+2n+1,Bx 
X9 
x 
4 ds 1 
——_— © ———— © (a <O). 
À sea + Es rent UX2+Px 


à 
© 


La validité des deux dernières relations s'établit aisément en 
appliquant la règle de L’Hospital aux fonctions du premier et du 
second membre. On obtient donc pour C, = 0, quand x — + co, le 


comportement suivant de la fonction lp (x) y (x, À): 
deuxième Cas: 


DANCE PT Muse à 


(B << 0); 
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troisième cas : 


VeG@)y(z, à) — F (a T0). 
2 


Dans les deux cas, la fonction V p (x) y (x, À) n’est pas de carré 
intégrable sur l'intervalle Ja, b[. On a donc, ici encore, C, = 0. 
En faisant l'étude du comportement de la fonction Vo (x) y (x, À) 
pour x —+ a d’une façon analogue, on aboutit à l'égalité C, = 0 
Aïnsi donc, on vient de montrer que pour #7 quelconque 


limo(x)p(x) W(y», y)=0, 


X— a 


lim o (x) p (x) W (ÿn, y) —0. 


x—b 


Ces relations ne sont valables que pour y (x, À) = 0. En effet, si 
À 5 Àn (n = 0, 1, ...), il ressort de la relation (9) pour x, —+ a 
et æ, — b que 

b 


À ut jy (LD dr=0 (n=0; 2) 


a 


Puisque le système de polynômes orthogonaux classiques est com- 
plet, la dernière égalité n’est possible que pour y (x, À) — 0, où 
x E la, bl. 

Par contre, si À — À,, on a en vertu de (10) W' (y, y) = O0, 
i. e. les solutions y, (x) et y (x, À) s'avèrent linéairement dépen- 
dantes, contrairement à la définition. Le théorème est démontré. Æ 


3. Problèmes de mécanique quantique conduisant aux polynômes 
orthogonaux classiques. Nous montrerons à présent comment le 
théorème démontré dans le n° 2 s’applique à certains problèmes 
de mécanique quantique où l’équation de Schrôdinger se laisse 


réduire à une équation généralisée du type hypergéométrique. 


Exemple 1. Proposons-nous de chercher les valeurs propres de 
l'énergie Æ et les fonctions propres pour l’oscillateur harmonique 
linéaire, i. e. pour une particule mobile dans un champ d'énergie 


: Î ; À 
potentielle U = -—- mo?x? (m étant la masse de la particule, x son 


écart de la position d’équilibre, & la pulsation). Le problème de 
l’oscillateur harmonique joue un rôle fondamental dans le dévelop- 
pement de l’électrodynamique quantique; on y a recours en étudiant 
des oscillations de toute nature dans les cristaux et les molécules. 


6—0592 
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L’équation de Schrôdinger pour la fonction d’onde w (x) de l’oscil- 
lateur harmonique s’écrit comme suit: 


2 db, mo’ 
rar ton ap Ep (—o<z< 0). 


La fonction 1 (x) doit être bornée et vérifier la condition de nor- 
malisation 


À W2(x) dx — 1. 


Pour résoudre ce problème, il y a intérêt à passer de la coordon- 
née x et de l’énergie Æ à des variables sans dimension £ et £: 


r= Et, E=hoe. 


mo 


On obtient alors l'équation 


"+ (2e — É*)p =0 
(la dérivation se fait par rapport à £). C’est une équation généralisée 
du type hypergéométrique pour laquelle 
G(E)—1, T(É)—=0, G(E) = 2e — E. 


Le problème proposé appartient à la classe de problèmes déjà étu- 
diée. En effet, on a ici o (£) — 1. La condition du carré intégrable 


pour la fonction 5 (£) w (£) découle donc de la condition de nor- 
malisation. 

Nous utiliserons la méthode de solution considérée précédem- 
ment. Réduisons l’équation pour la fonction 1 (£) à une équation du 
type hypergéométrique 


C(E)y" + TE)y + Ay —0 
en posant 14 (£) — œ(Ë) y (£), où œ(£) est solution de l'équation 
p/p = x (6)/0 (E). 
Le polynôme x (£) s’écrira alors comme suit: 
n(E)= +Y k—2e+E7. 


La constante X sera choisie de façon que le radicande admette des 
racines multiples, i. e. k — 2e. Des deux valeurs possibles du poly- 
nôme 7 (£) — +E£, on choisira celle pour laquelle la fonction 


T(Ë) = T(E) + 2n (£) 
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admette une dérivée négative. []l en sera ainsi si l’on choisit t (£) — 
— —2Ë£, ce qui correspond à 
m(E) = —6, p(E) = e-67?, 
= 2e — 1, ps) = e-*. 


Les valeurs propres de l’énergie se cherchent à l’aide de l'équation 


ht nr + ET 6 0 ; 


on obtient 


et donc 
E=E,=ho(n+) (n—0, 1,...). 


Les fonctions propres y, (£) se cherchent d’après la formule 


2 au _— 2 
Yn (E) = Be den (e #*). 


Elles se confondent, à un facteur près, avec les polynômes d’Her- 
mite A, (£). Pour la fonction d’onde 1 (x) on obtient l’expression 


b(t)= Ce MIE), TE, a Lu 


mo 


La constante €, se définit par la condition de normalisation 
| WE (x) dx = 1. 
Exemple 2. Considérons un problème modèle où il s’agit de 


chercher les valeurs propres de l’énergie Æ et les fonctions propres 


pour l'équation de Schrôdinger à une dimension 
2 
— 7 +U (HE (—o<z< 0) 


2m 
qui définit le mouvement d'une particule dans un champ 
U : 
Ux)= à où U, > 0 
(potentiel de Pôschl-Teller, voir S. Flügge, Practical Quantum 
Mechanics, Springer Verlag, Berlin-Heidelberg-New York, 1971). 


La fonction % (x) doit être bornée et vérifier la condition de norma- 
lisation 


[ 2 (x) dx = 1. 


6 * 
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Puisque U (x) < 0, on a toujours Æ£ << 0. Afin de simplifier l’équa- 
tion, faisons le changement de la variable indépendante s — th ax *). 
Ce changement nous conduit à une équation généralisée du type 
hypergéométrique 


TO) rs SO 
Pts Ÿ Tos(s VU 
pour laquelle a — —1, b — 1, 
cs) — 1 —s, T(s) = —2s, © (s) = —ÿB? + y? (1 — s?), 


2mE 2mU 
P=—-rs V=-ss (B>0, y=0). 
Le problème proposé appartient à une classe de problèmes déjà 
connue. En effet, on a ici 0 (s) — 1. Aussi la condition du carré inté- 


grable pour la fonction V5 (s) b (s) découle-t-elle de la condition de 
normalisation. Nous utiliserons la méthode considérée précédem- 
ment. Amenons l’équation pour la fonction 1 (s) à une équation du 
type hypergéométrique 


G(s)y + T(s)y + y = 0 
en posant 4 (s) — œ (s) y (s), où œ (s) est solution de l’équation 
qe 10 


ns 


®  o(s)” 
Le polynôme an(s) s’écrira alors comme suit : 


n(s)= + VR—YU—STFEU—S). 


La constante k sera choisie de façon que le radicande admette des 
racines multiples, i.e. soit k — vy*, soit k — +? — f?. On a dans 
le premier cas x (s) — —H$, et dans le second x (s) — fs. Des quatre 
valeurs possibles du polynôme x (s), on choisira celle pour laquelle 


la fonction + (s) — T (s) + 2x (s) admette une dérivée négative et 
une racine sur l'intervalle ]—41, +1f. On prendra donc, afin de 
satisfaire à ces conditions, 


T(s) = —2 (1 + Bs, 


*) Dans bon nombre de problèmes modèles de mécanique quantique réso- 
lubles analytiquement, on amène l'équation de Schrôdinger à une équation 
à coefficients rationnels en opérant un changement naturel, suggéré par la 
forme de U (x), de la variable indépendante. Il doit y avoir une correspondance 
biunivoque entre les variables ancienne et nouvelle. Puisque, dans le cas con-. 
sidéré, le potentiel se laisse exprimer très facilement à l’aide des fonctions 
hyperboliques, il y a intérêt à substituer à l’ancienne variable l’une des varia- 
bles sh ax, th ax, exp (+azx). Nous avons choisi s = th ax. 
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ce qui correspond à 
BP 
a(s)—=—$s, p(s)=(1—s)*, 

= y —$P—6$, ps) = (1 — sp. 

Les valeurs propres de l'énergie se cherchent à l’aide de l’équation 
hbnr'+n(n—t)o"=0 (n—0, 1, ...) 

qui conduit à l’égalité 

V—R—-p—22(1+P)+n(r —1). 
D'où l’on tire les valeurs propres de l’énergie : 


ha? 
E, = — Om Pa; 


où P,, — raférmisiets ++ (Br > 0). Pour que la condition 


B, 0 soit vérifiée, il doit y avoir 


1 1 
eV F4 


ce qui signifie que le nombre des valeurs propres de l’énergie est 
toujours fini. 
Les fonctions propres y, (s) s’écriront alors sous la forme 


( 3 ) 
Un (s)= PŸ | (s); P — Bh. 
Les fonctions d’onde 1, (x) s’écriront comme suit : 


B 
bec, (Hs) Pret), 
B—=$B,, s=thar. 


La constante C, se définit par la condition de normalisation 
| ba (x) dx = 1. 


Le lecteur trouvera au $ 25 d’autres exemples d'application 
de la méthode décrite aux problèmes de mécanique quantique. 


$ 10. Fonctions sphériques 


1. Résolution de l’équation de Laplace en coordonnées sphériques. 
Une classe importante de fonctions spéciales, étroitement liées 
aux polynômes orthogonaux classiques, est constituée par les fonc- 


ele) LUL LINULWICGO VI LLIUUUVNAUNX LULUADDIU U DO [2 11 


tions sphériques. On les rencontre par exemple en résolvant l’équa- 
tion de Laplace en coordonnées sphériques. Puisque les solutions 
continues de l’équation de Laplace portent le nom de fonctions har- 
moniques, les fonctions sphériques sont parfois appelées harmoniques 
sphériques. 

Cherchons les solutions bornées de l’équation de Laplace Au — 0 
en coordonnées sphériques r, 6, æ. Nous savons que dans ce cas 


Au = A + - Ào, ous 


À 9 ôu 
___1 © f,2 où 
Açu = r2 6 (r Ôr : 


{ 0 : ou 4 ou 
Ào, qu — sin 60 (sin +) je sin?0 6?" 


Cherchons les solutions particulières par séparation des variables 


en posant u — R (r) Ÿ (6, œ). Substituons cette expression dans 
l'équation de Laplace. Il vient 


r2A,R (r) ____ Ao,œY (6, p) 
Rr) Y (8, y) 


Puisque le premier membre de cette égalité est indépendant des 
variables 6, œ et le second de la variabler,ona 


AR (r) _____Ao,®Y (8, p) _ 
R(r) F6, p | 


où L est une constante. Pour déterminer les fonctions R (r)et Y (6, œ). 
nous disposons des équations 


(r2R") _ uR, (1) 
AVES 4 + uY —= O. (2) 


L’équation (2) sera résolue elle aussi par séparation des varia 
bles, en posant 
Y (8, p) = 6 (8) ® (op). 


Il vient alors 


de 
sin 0 = D (sin0 © | 
“40 OS 
86 FRERE 


où v est une constante. On obtient donc pour les fonctions ® ( 
et © (6) les équations 


D" + vD = 0, (3 
n 0 d 0 d® in26— v) 8 =0 (4 
sin 0 = (sin 5) + (sin v)O =0. 
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Puisque la fonction ® (œ) doit être univoque, elle doit aussi être 
périodique, ® (® + 2x) = ® (œ). Dans ce cas l’équation (3) n’admet 
de solution que pour v — m*, m entier. Nous obtenons donc deux 
solutions linéairement indépendantes de (3): 


D (p) = Cerr ®, 
D _» (œp) Cet 
(Cm est une constante de normalisation). 
Les fonctions D,, (@) — Cneim® (m — 0, +1, ...) vérifient les 
conditions d'orthogonalité du type 
27 


À Dx (9) Dm: () dP = Am ômme 
0 


4, m'=—=m, 
0, mm. 
Choisissant 4, —1, ontrouve C,,—1/V 2x et donc 


D (E) — F 


27 


Amn—=2r| Cml?: Emme = | 


eim®__ (m—=0, Hi, +2, ...). 


Passons à l’équation (4) que nous allons résoudre pour v = m°. 
En posant cos 0 — x, l’équation (4) se réduit à une équation géné- 
ralisée du type hypergéométrique (voir $ 1) 


fes (eo 6 


pour laquelle © (x) = 4 — x?, T(x) — —2x, © (x) = un (4 — x?) — 
— m°. 

Le problème de recherche de la solution bornée de l’équation (5) 
sur l’intervalle ]—41, 1[ appartient au type des problèmes de valeurs 
propres qui ont été étudiés au $ 9, puisqu'on a dans le cas considéré 


O (x)|x=+, = 0 et p (x) — 1. Appliquant au problème proposé la 
méthode du $ 9, réduisons l'équation (5) à une équation du type 
hypergéométrique (voir $ 1) en posant © (x) = @ (x) y (x), où 
(x) est solution de l'équation différentielle @'/@ = x (x)/6 (x), 
dans laquelle x (x) est un polynôme de degré non supérieur à 1. 
Pour x (x) on a l'expression 


n(x) = + V k(1Â—22)+mi—u(1—x2). 


La constante k sera choisie de facon que Île radicande admette des 
racines multiples. Le polynôme x (x) se présente donc sous l’une 
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des formes suivantes: 
Em quand *Æ—=14, 


a Po mx quand £—u—m?, 
dont on choisira celle pour laquelle la fonction 


rt (x) = T (x) + 2n (x) 
admet une dérivée négative et une racine sur l'intervalle |—1, 1. 
Pour m > 0, ces conditions sont satisfaites par la fonction 


T(x)=—-2(m+i)x 
ce qui correspond à 
nt) = —mx (x) = (1 — x), 
iu—m(m+i), p(x) = (1 — x)". 

Les valeurs propres u se cherchent à l’aide de l'équation 

kb 6” =0; 
il vient = pu, = (1 +1), où ! = n + m (n = 0, 1, ...). Les 
fonctions y, (x) s’écriront alors comme suit: 


Un (0) = Er La 


— x2)m "dan 


elles se confondent, à un De près, avec les polynômes de Jacobi 
P{mm) (x). Puisque n — l — m, où L est un nombre entier tel que 
LL m, on a pour m>0 


O (x) = Om (2) = Com (1 — 2) PT (x). (6) 


Ici Cyn est une constante de normalisation. [l est évident que les 
fonctions O,, (x) vérifient les conditions d’orthogonalité qui décou- 
lent des propriétés d’orthogonalité des polynômes de Jacobi: 

1 

| im () Oum (2) dx = Armôur, 

1 
où 


1 
Cm | LP (DIE (1 — 22)" dx. 
— 1 


[Il est commode de poser 4,,, — 1; il vient alors *) 


{ 21+1 
Cim = page V EG m)l(i+ m)1. 


*) Le choix du signe de la constante C},, n’est pas univoque. Nous adoptons 
la normalisation de [2]. 
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Citons quelques expressions de la fonction ®,,, (x) pour m>0 
qui découlent des propriétés des polynômes de Jacobi. De la formule 
de dérivation pour les polynômes de Jacobi (voir $ 5) 


(œ, B) 
dP Â a+1, 
= (n+a+p+1) PET TO (x) 
il découle que 
m,mMm 2m] | am 
PR (0) = nt va 2 (0) 


où P,(x) = PS9 (x) est un polynôme de Legendre. 
On a donc pour m> 0 


2144 (1—m)l pm 
Oum (0) = M Er PT (a). 


_ /2 dMP; (x) 
PF" (x) = (1 — 22)? PEL) 
est ce qu on appelle fonction de Legendre associée de Â'° espèce. 
Pour mettre les fonctions @,, (x) sous forme explicite, nous 


ferons intervenir les formules de Rodrigues pour P, (x)et pr (x) : 


Du! 2 _‘(—Lm)! 
dttm s 
X rm (1 — 2), (7) 
_ (—1)i-m 2141 (1+m)! 
Om (x) = 2UI | 2 (I—m)l! 
m2 dm 
x (1— 22) À en (1—x2). (8) 


Voyons ce que deviennent les fonctions @,,, (x) pour m< 0. Les 
relations (7), (8) montrent que 


Oi,-m (à) = (—1)"O im (2). (9) 


Nous voyons donc que pour m << 0 les fonctions @,,, (x) restent 
comme précédemment solutions de l’équation (5). Ainsi donc, l’équa- 
tion (2) admet pour u — ! (1 + 1) des solutions univoques bornées 


im (8, Q) = 77e 4" POm (0050) (LME. (10) 


Les fonctions Y,, (0, @) sont appelées fonctions sphériques d'ordre L. 
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Citons les expressions explicites de quelques fonctions sphé- 
riques élémentaires : 


Yo (8, 9) = Y/ ET P, (cos0), (14) 
+ 
Yu (8, p) = J/ cos 8, (42) 


Yi,a1 (6 D = + y sin exe. 


On s’assure aisément que les fonctions Y ,, (8, w) vérifient les rela- 
tions d'orthogonalité 


| Yi (6, ®) Y Em (6, ®) da — Ou Om: (15) 
2 


d& = sin 0 dû d@ (0<L0<Lnr, 0<yp<2n). 
Il ressort des formules (9) et (10) que 
Yim (8, p) — Gin (cos 0) D (p) = (— 1) Yi, mn (8, p)- (14) 


Nous obtenons donc sous forme explicite les fonctions ŸY (6, œ) 
qui définissent la solution bornée u — R (r) Ÿ (6, æ) de l’équa- 
tion de Laplace en fonction des angles. 

Pour définir la fonction R (r), nous tirons de (1) l'équation 


d'Euler 
TR" <+<2rR — I(+1)R = 0 
dont la solution générale s'écrit 


R (r) = Cirt + Cor 


(C,, CA sont des constantes). Ainsi donc, l’équation de Laplace ad- 
met comme solutions particulières les fonctions r!Y,,, (8, œ) et 


1 ne r : 
Ti V'im (9, æ), dont les premières sont utilisées pour la résolution 


de problèmes aux limites intérieurs, et les seconds, pour la résolu- 
tion de problèmes aux limites extérieurs dans un domaine sphéri- 
que. Ces fonctions sont appelées fonctions sphériques de volume. 


Remarque. 11 existe une autre approche de l’étude des fonctions 
sphériques, basée sur les représentations du groupe de rotation, 
voir par ex. [6]. Cette approche est adoptée notamment en théorie 
générale du moment de la quantité de mouvement en mécanique 
quantique. 


2. Propriétés des fonctions sphériques. Dégageons quelques pro- 
priétés des fonctions ŸY'ym (0, œ). 
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1) De la formule de récurrence pour les polynômes de Jacobi et 
de la relation liant les fonctions O,,, (x) aux polynômes de Jacobi 
PM (x), on déduit sans peine la relation de récurrence pour la 
fonction Ÿ’zm (@, @) par rapport à l’indice /: 


LA —m? 12m? 
cos. — TE — 1 Vi+1, Nr — Yi- 1,m: 


La formule obtenue est valable pour m << 0, ce qui se vérifie sans 
peine à l’aide de (14). 
2) En dérivant ” on obtient la formule de dérivation 


dOrm L(1+41)— 1 
l Le — ne EU (+ ) m (m + IO+D=nmTD GS 


dx À — zx° 


En changeant m en —m et en utilisant (9), on obtient une autre 
formule de dérivation: 


dOim __ me PR ICE —_m (m—1) 8, … 1 


dx Nan 3 A — zx? 


On posera dans ces formules O,,, (x) — O0 pour m—=+(l+t1). 
dOjm 

+ 
on aboutit à la relation de récurrence pour la fonction O,,, (x) par 
rapport à l'indice m: 


=[V1(+1)—-m (mt 0@, m+1— 


—VI(G+1)—m(m—1 O1, m-11. 


À l’aide de (10), on obtient les formules de dérivation pour les 
fonctions sphériques. Puisque 


ÔYim (9, ®) 
CE M — — sin 0 


Eliminant entre ces formules de dérivation la fonction 


VT—r 


V 2n dx [x—cos 0 i 


les formules de dérivation pour @,,, (x) se laissent récrire sous la 
forme 


+ mcotgO0-Y im | — 


=VI(+t)—m(m +1) Yi, mi (19) 


On posera dans ces formules Ÿ ,,, (8, æ) — 0 pour m = + (I + 1). 
De la forme explicite des fonctions sphériques on déduit égale- 
ment la formule de dérivation suivante: 


OŸ jm (0 ; p) 


EX —=iMY 1m (6, œ). (16) 
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3) Déduisons la représentation intégrale pour la fonction 
Y 1m (8, ®). À cet effet, représentons dans l'expression (7) de @,,, (x) 


la fonction (4 — x?)! à l’aide de la formule intégrale de 


drtitm 


Cauchy : 


dltm (1 — 2)! _ ([+ m) ! | (4 — 5?) ds 


drltm 2Tti (s— x)ttm+1 


(C est un contour entourant le point s — x). Il est commode de 
choisir comme C une circonférence de centre en s = x de rayon 


V 1 — x2. Alors, en posant s — x + V4 — xreix, on obtient 


dim 
(— 2)! (+ m)! 2 NAT —ima 1 + À 9.4: l 
=. (lo) |e (z+iV{—z2sina) da. 


0 
En substituant l'expression obtenue dans (7) et en utilisant (10), 
on obtient la représentation intégrale pour Y ,,, (8, œ): 

27 
Yin (6, D) = Bim | e-imta-0) (cos 0 + i sin 0 sin a)! da — 


0 
27— 


— D; | e-ima [cos 0 + i sin 6 sin («+œp)]'da, 


— P 


1 21+1 


Puisque l’intégrale d’une fonction périodique le long d’un segment 
dont la longueur est égale à la période de la fonction ne dépend 
pas de la position du segment, on a 


27 
Y'im (0: P)= Brm | e-ima[cos0+isinGsin(æ—+æ)} da. (17) 
0 


3. Relation entre les polynômes harmoniques homogènes et les 
fonctions Sphériques. En résolvant l'équation de Laplace Au = 0 
en coordonnées sphériques, nous avons trouvé les solutions particu- 
lières de cette équation qui sont bornées pour r — 0: 


Um (r, 6, P)=r Y im (6, ®). 
À l'aide de la représentation intégrale (17), on peut exprimer les 
fonctions Um (Tr, 0, @) en coordonnées cartésiennes 


x =rsin6 cos, y —rsin6 sin, Zz—rcos 0. 
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27 
Uim (Tr: 8, P)= Bim | e-ima [r cos 0 + ir sin 6 sin (æ + p}]' da — 

0 


27 
D; | e-ima (z + jx sin à + iy cos «)' du. 
0 


On voit que la fonction u,, (r, 6, œ@) est un polynôme homogène 
de degré L en x, y, 2. 

Rappelons qu'on entend par polynôme homogène de degré L une ex- 
pression de la forme 

Uy (Z, y, 2) — 2 Cinthylzts 
lis los la 

dans laquelle la sommation <e fait suivant tous les indices non 
négatifs L, > 0, 4, > 0, 1, > 0 dont la somme est égale à /. A ce titre, 
l’expression r° — x° + y? + z° est un polynôme homogène. 

Calculons le nombre des polynômes homogènes de degré L linéaire- 
ment indépendants. A cet effet, il suffit de recenser toutes les com- 
binaisons possibles des valeurs de /, et de !,, car, pour un / donné, 
la valeur de Z, se définit sans ambiguïté: !, — L — 1, — 1,. Si 
est donné, la valeur de /, peut varier entre L, = 0 et !, = l — I,, 
autrement dit, il existe / — Z, + 1 valeurs possibles de /,. Aussi le 
nombre total des polynômes homogènes de degré ! linéairement 
indépendants est-il égal à 

l 


l+1 2 
N,=— > (1—1,+1)— RC me à 


l1—=0 


Un polynôme homogène vérifiant l’équation de Laplace est dit 
polynôme harmonique homogène. L'expression r'Y,, (0, œ) en 
est un exemple. 

On peut former, à partir des polynômes homogènes r? et 
rl-2nŸ ;_on m (8, @), des polynômes homogènes de degré l: 


Uimn (æ, y; z) = (repener Fhos (6, ®) — D (6, œ). 


Les indices m, n peuvent prendre des valeurs entières vérifiant 
les inégalités 


OZL2n<LI, —(1l— 2n)£<m< 1 — 2n. 


En vertu de l’indépendance linéaire des fonctions sphériques 
Y'y-on.m (0, ®), qui découle de leur orthogonalité, les polynômes 
homogènes Uimn (Z, y, z) seront linéairement indépendants. Pour 
une valeur donnée de ! — 2n, le nombre des valeurs possibles de m 
est 2 (/ — 2n) + 1. Aussi le nombre total des polynômes homogènes 
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considérés est-il égal à 


> 12 (— On) +11 ICT, 


Remarquant que le nombre des polÿynômes homogènes que nous 
venons de considérer est égal au nombre total des polynômes homo- 
sènes de degré / linéairement indépendants, un polynôme homogène 
arbitraire de degré / se laisse représenter sous forme d’une combinai- 
son linéaire de polynômes homogènes r'Y,_21 m (0, œ), i. e. 


Uy (TX, y, z)=r 2: CmnYi-2n, m (0, ®). (18) 


Nous avons obtenu le développement d’un polynôme homogène 
arbitraire suivant les fonctions sphériques. A l’aide du développe- 
ment (18), on montre sans peine que tout polynôme harmonique 
homogène de degré L est une combinaison linéaire de polynômes harmo- 
niques homogènes r'Y im (0, œ). 

Soit en effet u,; (x, y, z) un polynôme harmonique homogène, 
en sorte _ Au, — 0. Alors, en appliquant l’opérateur de Laplace 


À = À, + — “ A au développement (18), on obtient 
Au, =r"2 5 [+ 1)—(1—92n)(1—In+1)]CmnYi-an, m(0; P) = 


=rtr2 Ÿ Qn(21—In+1)Cyn Yi-2n, m(0, P)=0. 
m,n 
Puisque les fonctions sphériques ŸY;_on m (0, œ®) sont linéairement 
indépendantes, on obtient l'égalité 


2n (21— 2n +1) Cn = 0, 
1.6. Cmn — 0 pour n > 0, ce qu'il fallait démontrer. 


4. Fonctions sphériques généralisées. Lorsqu'on fait tourner le 
système de coordonnées, un polynôme homogène se transforme en 
un polynôme homogène de même degré. D'autre part, l'opérateur 
de Laplace reste inchangé dans une telle rotation, i.e. AÀ,,, — 
— À,,yr,. C'est pourquoi, quand on fait tourner le système de 
coordonnées, tout polynôme harmonique homogène se transforme 
en un polynôme harmonique homogène de même degré. D'où 

Uim (x, y; 2) = Ÿ} Dum'üim 30 
_. 


/ 


ne) 
ot! 


Uim (x, y; Dr Ti (6, œ). 
[Il vient donc 


V'im (9, p)— 2 Don Y'im’ (8", œp). (19) 
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Les combinaisons linéaires de fonctions Y ;» (8, @) pour un / donné 
forment donc un espace de fonctions à 27 + 1 dimensions qui est 
invariant par rotation. 


Les coefficients Dm’ dépendront évidemment des paramètres 
qui définissent la rotation du système de coordonnées. Une rota- 
tion quelconque du système de coordonnées par rapport à l’origine 
des coordonnées se définit sans ambiguïté par trois paramètres 
réels. En effet, on définit une rotation de façon univoque en don- 
nant le sens de rotation de l’axe (deux paramètres) et l’angle de 
rotation (un paramètre). Comme paramètres définissant une rota- 
tion, on utilise le plus souvent les angles d'Euler a, PB, y, si bien 
que n'importe quelle rotation se fait en opérant trois rotations 
consécutives autour des axes de coordonnées: a) une rotation de 
l’angle « autour de l’axe des z; b) une rotation de l’angle $ autour du 
nouvel axe des y; c) une rotation de l’angle y autour du nouvel axe 
des z *). On a donc 


Dim à De (x, p, y). 


Dans le texte qui suit, la matrice d'éléments Dm (&, B, y) sera 
notée D (x, B, y) et appelée matrice des rotations finies. 

Une rotation quelconque se définit d’une façon univoque par 
les angles d’Euler si ceux-ci varient dans les limites suivantes: 
OLa<2n, 0LP<L x, 0<L y << 2n. Lorsqu'il s’agit d’une rota- 
tion d’angles (œ + 2nn,, P + 2nn,, y + 2nn3), elle se confond 
avec la rotation d’angles (œ, BP, y) si n,, n°, n3 sont des nombres 
entiers. On a donc 


D (a Ed 2HN) P de 2H, Ÿ + 2Tn3) on D (a, p, 12E 


Remarquons en outre que la rotation (x, $, y) est équivalente à la 
rotation (x + &, —$, x + y). La rotation inverse se caractérisera 
par des angles 
M = —Y Pi = —$, Y = —a, 
ce qui équivaut à la rotation 
(ne + œ1, —f:, T + V1) = (T — Ÿ, P, T — &). 


La matrice de la rotation inverse se confond donc avec la matrice 
de la rotation (x — y, B, x — &), i.e. 


DT (a, P, y) = D (x — Ÿ, p, Tr — &). 


Les fonctions D'ym (&, B, y) sont appelées fonctions sphériques 
généralisées, car elles se confondent dans un certain nombre de cas 


*) Parfois la rotation de l’angle f se fait non pas autour du nouvel axe des 

y mais autour du nouvel axe des z. Les angles d’Euler &’, B’, y’ introduits de 

Es nee sont liés rs angles d’'Euler «, B, y par les relations &’ — à + x/2 
— , Y’ — Y — TI = 


? 
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particuliers avec les fonctions sphériques ordinaires. On les appelle 
également D-fonctions de Wigner. Les fonctions sphériques généra- 
lisées sont largement utilisées en mécanique quantique. 
Dégageons quelques propriétés principales des fonctions sphé- 
riques généralisées et mettons-les sous forme explicite en fonction 
des paramètres &, BP, y. Puisque l'élément d'angle solide est inva- 
riant par rotation, dQ — dQ'’, les conditions d’orthogonalité 


| Vim (8, D) Y'fs (8, P) 4Q = Emma 


C2 


% 


\ Yimr (0”, D) Im! (0”, p') A" = Omm: 
donnent lieu à la relation 


2 D (x, B; Y) (D. (a, B; y) Os (20) 


i. e. la matrice D* (œ, B, y), qui est la transposée et la conjuguée 
complexe de D (œ, B, y), se confond avec D-1(œ, $, y). Cela re- 
vient à dire que la matrice D (œ, $, y) est unitaire. On obtient 
donc à partir de (19) 


Vimr (8, p)= D LDmm (a, B: V)I* Y'im (8; P). (19a) 


En faisant intervenir les égalités DT (a, $, y) = D (n — y, b, 
mn —a), DT{ax, B, y) — D*(a, B, y) on aboutit à la relation 
suivante : 


Drum (ni —Y; B, a— 0) = [Dmm(a, B, VI*. (21) 


Üne autre propriété élémentaire des fonctions sphériques géné- 
ralisées se déduit facilement de la propriété (14) des fonctions sphé- 
riques Ÿ’1m (8, ®): 


Dame (es Br v)=(— 1)" Dim, m'as PB; v)I*. (22) 


Essayons de mettre les fonctions sphériques généralisées 
Dim (&, B, y) sous forme explicite. Soient deux rotations consé- 
cutives de paramètres &,, B,, v1 et &o, Bs, Y, équivalentes à une rota- 
tion unique de paramètres æ&, B, y, et cela en sorte qu à la suite de 
la première rotation les coordonnées sphériques (8, œ) d'un vecteur 
fixe changent en coordonnées sphériques (6,, æ,), tandis qu'à la 
suite de la seconde rotation les coordonnées 6,, o, changent en 0”, ®:. 
On a alors 


Ÿ sm (8 P)= D Dam (ur Bar V4) V'ims (Ou Pa): 
m1 


Ÿ im: (04, q41) — 2 Dans (Go, Pos Ye) Y'im (8", p'). 
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D'autre part, 
Yim (8, @)= 2, Dm (a, B, v) Yim: (8°, @'). 


En vertu de l’indépendance linéaire des fonctions sphériques, la 
confrontation des développements précédents conduit à l’égalité 


Done (a, B, Vs) D (@&y, Pis Va) Dryme (Gas Bar Va)s 
m1 
ou 
D (æ, 6, Ÿ) = D (O1: PB Y1) D (Co B2, Va)» 


i. e. les matrices de deux rotations consécutives se multiplient dan: 
l’ordre inverse. Une relation analogue a lieu quand on effectue 
plusieurs rotations consécutives du système de coordonnées. De là 
et de la définition des angles d’Euler il résulte que pour calcule 
les fonctions sphériques généralisées D'nm (æ, P, y), il suffit de 
connaître leurs expressions dans les cas où les rotations s opérent 
autour de l’axe des z et autour de celui des y. Désignons par Cm (@ 
et dim’ (B) les fonctions sphériques généralisées qui correspondent 
à la rotation de l’angle & autour de l’axe des z et de l’angle $ autour 
de l’axe des y. Il vient alors 


D (x, B; y) = 2 - Cm (@ (&) dmymo (B) Conyme (y). 


Cherchons la forme Pre des fonctions Cm (œ). Quand or 
opère la rotation de l’angle & autour de l’axe des z, les coordonnée: 
sphériques 6, @ d’un vecteur fixe se transforment en coordonnée: 
sphériques 0” = 6, ® = ® — &. On a donc 


im (8 P) = im (8°, p + a) = etma Y,,, (0°, p'). 
D'autre part, 
Yim (8, 9) = 2 Cm (4) Yim (8, p'). 
D'où 
Cr: (a) = era nr 
et donc 
Drums (o, B, y) = eitratm nm (B). (23 


Cherchons maintenant les fonctions sphériques généralisée 
dm’ (BP) qui correspondent à la rotation du système de coordon 
nées de l’angle B autour de pa des y. On a dans ce cas 


Y'im (0, P) — 2 dm (B) Y'im (8', p'}. (24 
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/ 


Les nouvelles coordonnées (x”, y’, z') sont liées aux anciennes 


(x, y, z) par les relations 
x = x Cos + z° sin À, 
y y’: 
z = g Cos f — x’ sin $. 


En passant aux Coordonnées sphériques, établissons la relation 
entre (6, œ) et (0°, p'): 


sin 0 cos ® — sin 0” cos p’ cos $ + cos 8” sin f, 
sin 6 sin @ = sin 0” sin y, (25) 
cos 0 — cos 0” cos $ — sin 0” cos o sin $. 


Pour déterminer dm (B), cherchons les relations différentielles 
entre ces fonctions. Puisque, dans le second membre de (24), la 
dérivation se fait le plus facilement par rapport à $ et œæ', nous 
fixerons la valeur de 8” dans cette relation et considérerons les va- 
riables 6 et p comme des fonctions des variables $ et œ’. 11 vient 
donc 


0B 7 60  6B | do 68 ? 
Lux 080 2’ ôp  d® 
ne 2 98 Ô : — 
Les dérivées AU T et AL seront calculées à l’aide des 


6B ’ 6o ” ô8 0p" ras 
relations (25). Dérivons la dernière de ces relations, il vient 
ECLEEERS sin f sin 
0p Li 


En dérivant la deuxième et la première des relations (25) respecti- 
vement on trouve 


0® . 
on  — cotg 0 sin , 
A — — sin $ cotg 0 cos p + cos f. 
D'où 
LE — COS D men — im cotg 6 sin DY im (6, œp); 
OY1m (Os @) Tim, 9) G, 9) 
= — sin B | sin ts si 


+ im cotg 6 cos pY,,, (6, p) | + im cos BYim (0. @). 
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Pour le calcul de la dérivée 0Y ;m (6, æ)/08, nous utiliserons les 
formules de dérivation (15). Puisque dans (15) figurent les quantités 
E+iV0Y 1m/08 et dans les expressions de 0Y ,:/0B et de 0Y ;m/0p° les 
quantités cos p-0YŸ 1m/00 et sin p‘0Y »/00, on doit, pour pouvoir 
appliquer les formules (15), écrire d’abord les combinaisons linéaires 
correspondantes de 0Y ,./08 et de 0Y ;M/0@'. On a 


OŸYim (6, @) es l DE (6, @) … 
Op sin $ CIO En 


— e*ip | 7 tn + m cotg OY im | + m COtg BY 1m = 


= FV1(+1)—m(m Et) Yi, mai (6, p) + m cotg BY im (8, P). 


En utilisant le développement (24) des quantités Y ;:m (8, ®), 
Yi m+1 (0; p) et en identifiant les coefficients de Ÿ ;m° (8, p') dans 
les premier et second membres de l’égalité, on obtient les relations 
différentielles cherchées pour la fonction d!,,. (B): 

d 
dé 


m'— m Cos À D 
sin f Fa D 


= FV1(+1)—m(MmE TT dusi,me (26) 


On posera ici d441), m (B) = 0. À l’aide des relations (26) et de la 
condition dm’ (0) — ômm', qui découle de (24) pour B = 0, on 
définit toutes les fonctions dym’ (B) de façon univoque. 

Mettons la relation (26) sous une forme plus condensée. A cet 
effet, nous la multiplierons par 


done an 


m'—m m'+m 


exp(+ { MMCOSÉ gg) 2 (1— cos 6) 2 (+cosB) * , 


sin f 


ce qui nous donnera 


m'-Mm m'+m 
+ 


IA — cos f) 2 (AHcosB) *? dm (BY = 


= FVI(+1)—m(m +!) A—cosB) rx 


m'+m 
Fo 
X (1+ cos f) dm+1,m’ (PB). (27) 


Choisissons dans (27) les signes en position supérieure et posons 
m = |, il vient 
m'—1l __m'+l 
({—cosB) * (1+cosB) * dim (B) = const. 
D'où 


l—m’ ltm” 


dim’ (B) = Cime (1—cosB) * (1+cos8) * 


7% 
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(Cim’ est une constante). Pour m << 1 les fonctions 7 PE (B) se lais- 
sent exprimer par une formule de récurrence à l’aide de d}»- () 
en prenant dans (27) les signes en position inférieure. En fans 
le changement de variables 


m—-m’ m+m” 


x — COS, Umm' (X) =(1— 7x) LE (1 + x) LE dm: (B); 


on obtient 
4 du 


; A mm 
MODO VIGE)=m(m—T dr ? 
d’où 
l 
4 di-m 
DC 1) 1 TR im Vim': 
. ViG+1)—s(s—1) dx 
1.e. 


m'-m m'+m 


_4)-m (Ar) 2 (ir 2 
dam () = Cim’ En PRE 3 ) ] | ) Éése? — 
[| Vi(G+1)—s(s—1) 


s=m+ 1 


X 


X [A— zx) A+) TT. (28) 


Pour déterminer la constante Cm’, nous utiliserons l'égalité 


dam (0) = 1. En faisant dans (28) la dérivation d’après la for- 
mule de Leibniz, nous obtenons 


2—mM° Jl+m” I—m' ! 
den (0) = Cm PERL AE LA mt LE — 1, 
[| V1G+D—s(s—1 
s=m"+i1 
d’où 
l 
[T V70+0—s6—1 
C = s=m"+1 
di 21(1—m')|! 
Puisque 


l 


l 
I UG+0-s(6—0)= I] C+90-5+0- RL, 


(1+m)! 
Ss=mMm+ 1 s=m+ 1 
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on obtient finalement 


a = EN TETE 4 x à 
Ban PV GmitG mt U 9) és 
m'+im 
ë di- m’ m’ 
X({+zx) À ns [A— zx)" Az) TT. (29) 


Remarquons que les fonctions dmm’ (8) sont réelles. Elles se lais- 
sent exprimer à l’aide des polynômes de Jacobi: 
MM’ 


l _ (ltm)!1(l—m)l! VE 
dmm' (B) — EL GEm)l(= ml (l— x) X 


m+im’ 


X(+z) ? prennent, 


où æ = cos B. Les fonctions dym (P) peuvent s’écrire sous une 
forme différente, en faisant intervenir les relations de symétrie 
qui résultent de (21), (22), (23) et du caractère réel des fonctions 
dim B): 

dre = (— A) dmems dem = (— 1) dm, -me (80) 
En utilisant les relations (30), on peut faire en sorte que les inéga- 
lités 

m—m>0, m+m' >0 

soient toujours vériliées. 


En confrontant la formule (29) pour m = 0 et la formule (8), 
on obtient 


2 
do (8) = V/ rer Oim (0): 
d’où 


4 
Do (as Be D = rer Yim (Br 0 (81) 
Do (c, B, v) = P (cos). 
À l’aide de (21), on obtient une autre PR analogue : 


5. Théorème d’addition. Etablissons pour les fonctions sphériques 
une relation très utile, appelée théorème d'addition. À cet effet, 
posons dans (49a) m' — O0 et appliquons les formules (11) et (31): 


Pi(eos9)= ET À Yim (0, 9) Vin, a (32) 
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La relation (32) admet une interprétation géométrique bien 
simple. Soient deux vecteurs quelconques r.,, r, dont les directions 
se définissent par des coordonnées sphériques (8,, æ.,) et (8,, 2). 
Soit © l’angle que font ces directions entre elles. Posons dans (32) 
6 — 0,,p = p, et faisons une rotation (&«, BP, y) de telle façon que la 
direction du nouvel axe des z vienne se confondre avec celle du 
vecteur r,. De toute évidence, les angles & et $ seront les angles sphé- 
riques du nouvel axe des z dans le système de coordonnées ancien. Il est 
facile de voir alors que a = q,, P = 6, et l’angle w entre r,etr, 
se confond avec 0’. La formule (32) devient donc 


l 
4 # 
Pi(coso) = D Yim (O1 Ps) Yim(Oz Pr) (33) 


m—= — l 


La relation (33) est appelée théorème d'addition pour les fonctions 
sphériques. Son champ d'application est vaste, par exemple en 
théorie des spectres atomiques. La formule (33) est fréquemment 


utilisée pour développer la quantité Een en série suivant 


les fonctions sphériques Ÿ,, (84, 1) et Yi (0, p2). Puisque 
(voir $ 5) 


l 


1 Tr 
mn 2 er Pr(es a) 
= 


on obtient d’après le théorème d’addition pour les fonctions sphé- 
riques 


O0 L rL 
A 
Te Ne or FL V'im (B1r P1) Y'im (O2 Pa). (34) 
l=0 m—-I 
Ici rc —min(r,, nr), rs = max (r,, lo). 

Exemple 1. Considérons le potentiel 


r—r | 


u(r)= | Ge (35) 
V 


créé par une charge électrique de densité p (r) enfermée dans un 
volume V. Pour calculer le potentiel uw (r) à une grande distance 
du volume Ÿ, il est commode de le développer suivant les puissances 
de {/r, en choisissant l’origine des coordonnées à l’intérieur de Y. 
A l’aide du développement (34) pour rn =r,r.=r,rTr>Tr, l'ex- 
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pression (35) peut s’écrire comme suit : 


00 l 
u(n=Y D Yi (6, p) (86) 


I=0 m—=- |! 


4 LA ? LA / La 
Qim = er | tp (7°) Yim (8', P') dr”. (87) 
L4 


La formule (36) s'appelle généralement développement multipolaire 
du potentiel. 


Si le volume V est une boule de rayon r°, 0 <r°< a, et p (r') = 
— o (r’}, l'intégrale (37) est facile à calculer : Qym = V 4108 00mos 
où © est la charge totale. On obtient alors, comme il fallait s’y 
attendre, u (r) — Q/r. 


Exemple 2. Appliquons le théorème d’addition (33) à la résolu- 
tion du premier problème aux limites intérieur pour l'équation de 
Laplace dans une boule: 


Au —=0, ur, 6, p) lr=a — 7 (8, p). 


La solution sera cherchée par séparation des variables, sous 
forme d’une série suivant les fonctions sphériques de volume 


PV (6, ) : 


l 
r, 8, p)= 2 Cum () Yim (8, g): (88) 
Pour déterminer les coefficients Cm: rappelons-nous que sur la 


sphère la condition aux limites est r — a et que les fonctions sphé- 
riques Ÿ 1m (0, @) sont orthonormées. Il vient donc 


= | 5(", p)Yi(6", p) 42". 
La solution (38) peut s’écrire également sous forme d’une intégrale. 
À cet effet, substituons l’expression de C,, dans (38), permutons la 


sommation et l’intégration, puis faisons la sommation sur m à l’aide 
du théorème d’addition: 


u(r, 8, q)= | def (6 LP: (+ } Y'im (0, p) Y'im (6', p)]= 
“ ae, [ZE (+) rw] 


Ici p est le cosinus de l'angle entre les directions (6, œ) et (8”, œ'): 
u = cos 8 cos 8” + sin 6 sin 0” cos (® — y’). 
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Pour faire la sommation sur ?, nous ferons intervenir la fonction 
génératrice pour les polynômes de Legendre: 


: 1 
t'P à 
2 1 (Li) VIA r 


Puisque 


D CI+ 081, qu) =2VE D (+) #72, (u) = 
l l 
: 9734 vi _ 
=2Vis TV: 2 Pit )|=2Vi<( Vers je 
18 
_ ({—2iu<+2)s/2 ? 


| r \l 1— (r/a)? 
> (21 En 1) (=) P; (u) = [1--2ur/a + (r/a)?13/? ) 
ce qui veut dire que la solution du premier problème aux limites 
intérieur lorsque l’équation de Laplace se rapporte à une boule se 
présente sous la je 


/ ! / 1—(r/a)? 
(6 ps | FE, Pre or - 


$S 11. Fonctions de deuxième espèce 


1. Représentation intégrale. On a vu au $ 3 que l’équation dif- 
férentielle pour les polynômes orthogonaux classiques admet des 
solutions de la forme 


Cn O7 (s) p (s) 
y (a) = PAU LE ns (D 


où le contour C d’extrémités s, et s, est choisi de façon à vérilier 


la condition 
OL (s) p (s) 


(s— z)n+2 


0. (2) 


S1 


Dans le cas d’un contour fermé autour du point s — z on a pour 
| ; + 
Ci Enr des polynômes classiques y, (2) orthogonaux sur l’inter- 
valle Ja, bl. Une autre forme possible du contour C est pour z 4 
é [a, bl, un segment de droite joignant les points s, = a et 8, — b. 
La condition (2) a lieu en vertu de la condition (8) du $ 5. La solution 
correspondante pour C, = B,n! est appelée fonction de deuxième 
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espèce et se note @©, (z): 


b 
__ Ban! O7 (s) p (s) 
Oh (2) nn 0 (2) | PRET SE ds. (5) 


La forme explicite de la fonction p (z) (voir $ 3) permet de voir 
aisément que cette fonction peut admettre des points de branche- 
ment pour z = a et z — b. On doit alors, afin d'assurer l’univocité 
de la fonction Q, (2), faire des coupures sur le plan de la variable 
complexe z, par exemple une coupure (a, +) allant du point z = a 
vers la droite le long de l’axe réel. On peut admettre alors que 
p (x + i0) — p (x) pour x E (a, b). 

En faisant n fois l’intégration par parties dans (3), on obtient 
la représentation intégrale qui établit une relation entre Q, (z) et 


les polynômes y, (2): 
— [o® (s) p (s)] 
(n—1)! o®(s)p(s) lb ds d | 
ET OO) + — ds( —... 


ARTE Gap 
an : 
_ En US CRIE 
_ p() S—2 | 


a 


Nous avons profité du fait que le premier terme dans l’accolade s’annu- 

le en vertu de la condition (8) du $ 5, car [o®(z) op (z)1)— 2 5 X 
mnen 

X 6%(z)p(z) y) (z). En utilisant la formule de Rodrigues pour 

les polynômes y, (z), on donne à l’égalité déduite la forme 


b 
Q, (2) = — [mbeo à. (4) 


S— 2 


La représentation intégrale (4) peut être mise sous une forme 
différente, qui s'avère parfois plus utile: 


n (S)— Yn (Z ds 
QG (D= ne ————— (den (| a 


S— 2 


Remarquant que la première intégrale du crochet est un polynôme 
de deuxième espèce r, (z) (voir $ 6, n° 3), et que la seconde se laisse 
exprimer à l’aide de la fonction @Q, (2), on obtient 


_. Un (2) 

QG=S; Ta (z) + Yo (2) Qo (2). (9) 
Ainsi donc, toutes les particularités de la seconde solution @, (z) 
se définissent par le comportement des fonctions Q, (z) et 1/0 (2). 
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2. Représentation asymptotique. À l’aide de (4), on déduit la 


représentation asymptotique de ©, (z) pour des | z | élevés. A cet effet, 
on fait intervenir l'égalité 


D 
Le. 1 { ER { s (S/2)PÈE TT 
sS—Zz _ Zz À—s/z =-—|> (2) ÉD Tr 1—s/z = 
k=—0 
{ - s \À sD+I 
or: D (=) + (s— 2) zPt1 © 
k=0 
Intégrant cette égalité avec le poids y, (s) po (s) entre a et b, on 
obtient 
b 
LUCE [ay @oo(ds+2, 6 


R=TN a 


b 
(9 = | OPO 65. 


Pour l'intégration, nous avons profité de la propriété d’orthogona- 
lité (5) du $ 6. 

Si z— oo et la distance la plus courte entre le point z et l’inter- 
valle Ja, bl est bornée inférieurement, la quantité |r, (z) | sera 
bornée et l’égalité (6) nous fournira la représentation asymptotique 
de la fonction Q, (2). En particulier, l’égalité (6) nous donne pour 
p=n+i: 

d? 


QO= ar (1+0(+)]. (n) 


Ici et dans le texte qui suit, nous utiliserons la notation suivan- 
te: f. (z) = O [f, (z)] pour z—7,, si dans un voisinage du point 
z — Z, les fonctions f, (z) et f, (z) vérifient l'inégalité 


| 1 (@) 1 C 17e (2) f, 


où € est une constante. 

De la représentation asymptotique (7) on voit que les fonctions 
de deuxième espèce ©, (z) et les polynômes orthogonaux classiques 
Un (Z) présentent des comportements asymptotiques différents et 
sont donc des solutions linéairement indépendantes de l'équation 
différentielle pour les polynômes orthogonaux classiques (à l’ex- 
ception du cas de n — 0, & + $ + 1 — 0 pour les polynômes de 
Jacobi Pa) (z)). 


3. Relations de récurrence et formules de dérivation. Puisque la 
représentation intégrale (3) de ©, (z) ne diffère de celle de y, (2) 
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que par un facteur constant 1/(2ri) et le choix du contour, on a pour 
les fonctions @, (z) et y, (z) les mêmes relations de récurrence et les 
mêmes formules de dérivation (voir $$ 4, 9): 


ZQh (2) on XnQn+1 (2) A PrQn (2) Eu YnQn-1 (2) mn 1), (8) 
G (2) Qu (9 = À | Quus (2) — tn (2) On (2) ]. @) 


La représentation intégrale de la dérivée d’une fonction de deu- 
xième espèce s'obtient à l’aide de la formule (7) du $ 4: 


b 
ay Anbnnl { o7(s)p (5) 
QU Ge | D 


: RE : , 
OÙ HT + 6”. Pour n—0 cette représentation conduit 


à l'équation différentielle suivante pour la fonction Q,(z): 


G(z)p (2) Q(z) =C, (10) 
où 
À 2 
C=%xB) | o (s) ds= 


a 


Nous avons profité de ce que y, (z) — B, — a, en vertu de la for- 
mule de Rodrigues. 

De l'équation (10) on déduit sans peine une représentation inté- 
grale commode de la fonction Q, (2): 


0 
ds 
G(s)p(s) ° 


Qo (z) = Qo (20) — € (11) 


N es N 


Comme 2,, il y a intérêt à prendre un z tel que Q, (z,) = 0. La repré- 
sentation asymptotique (7) montre que pour les fonctions de La- 
guerre de deuxième espèce O2 (z) on peut poser Zz, = —, et pour 
les fonctions d'Hermite de deuxième espèce, 29 — ic. Pour les 
fonctions de Jacobi Q@:P) (z), on peut poser z, = © pour &« + f = 
> —1. 

Il ressort de (11) que la quantité ©, (x + i0) est bornée pour z — x, où 
x € Ja, b[ ; il existe donc, en vertu de (5), des valeurs limites Q,, (x + i0). Puis- 


que, conformément à (4), on à p (z) @, (z) = p (z) On (z) (où la barre symbolise 
la conjuguée complexe), il est plus commode de choisir comme seconde solu- 
tion de l'équation pour les polynômes orthogonaux classiques avec z = x, au 
lieu de @, (x + i0), une combinaison réelle de ces fonctions: 


p (x) Qn (x) = 4/2 [p (x + 10) Qn (x + 10) + p (x — i0) Q (x — 0) 
(rappelons que p (x + i0) — p (x)). 
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On montre que les fonctions ©, (x) ainsi définies véritient les mêmes rela- 
tions que les polynômes y, (r) pour x € Ja, bl. La représentation intégrale (4) 
reste vraie elle aussi, à condition d'entendre l'intégrale dans le sens de sa va- 
leur principale, car l'intégrale dans (4) est une intégrale du type de Cauchy 
(voir par exemple ([9]) 


4. Quelques fonctions spéciales voisines des fonctions @o (2). 
I1 découle de la formule (11) que la fonction Q, (2) se laisse réduire, 
pour les polynômes de Jacobi, à la fonction bêta incomplète B, (p, q) 
en faisant le changement t — 2/(1 + s); pour les polynômes de 
Laguerre, à la fonction gamma incomplète TL (a, z) en faisant le chan- 
cement é — —s; pour les polynômes d'Hermite, à la fonction des 
erreurs ® (z) en faisant le changement t — His. Les fonctions 
B, (p, q), FT (a, z) et ® (z) se définissent comme suit: 


B,(p, 9 = | #-1(1—5-1 dr, 
0 
_ ( ,-tas _ _2 _+2 
l'(a, D= | « 121 dé, dé nr le dt. 


Considérons à titre d'exemple la représentation intégrale (11) 
des fonctions de Laguerre et d'Hermite de deuxième espèce. 

1) Fonction de Laguerre de deuxième espèce. Posons dans (11) 
Zo — —©. Il vient 


— O0 — 


Q=Q(=T (a+) | =T (+1) | ds). (12) 


En donnant à « des valeurs entières, à« = m (m —= 0, 1, 2, ...); 
la fonction Q% (z) se laisse exprimer à l’aide des fonctions 


+00 00 
—$ Zi 
E, (2) = 2" Î er ds = | r dt, (13) 
Î 


FA 


largement utilisées dans les problèmes liés au passage du rayonne- 
ment à travers la matière, ainsi que dans la théorie des réacteurs 
nucléaires. Les fonctions Æ,, (z) sont généralement appelées expo- 
nentielles intégrales. Changeant dans (12) s en —s, on obtient pour 
3 > 0 


QM(— 2) = TE Eu (o). (44) 


*) Nous avons pratiqué une coupure entre z — 0 et z — + le long de- 
l'axe réel afin d'assurer l'univocité des fonctions ©, (z). Conformément à cette 


coupure, en calculant s*+{ dans (12), on posera 0 < arg s < 21. 
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À l’aide de la représentation asymptotique (7) de Q, (z), on tire 
aisément de (14) la représentation asymptotique de la fonction 


25 (2): 
En(2=<=[1+0(<)]. (45) 
Par dérivation de (13), on obtient les formules de dérivation 


—1 -z 
En()=——Ey» (z) — — = me (2) 


qui donnent lieu à la relation de récurrence suivante: 
[ z 
Em (z) = nd [e"—2£ m1 (2). (16) 


Voyons maintenant ce que devient la fonction Æ,, (z) quand 
z—0. Pour le savoir, en vertu de (16), il suffit de connaître le com- 
portement de la fonction Æ, (z). Celle-ci admet une singularité pour 
z.— 0. Faisons quelques transformations identiques afin de localiser 
et éclaircir la nature de la __— 


c'e O0 1 


eT$ —$ e—$— À d 
Hein as+ | ui E à he 
LS 
—C—1nz— \ ds, 
0 


00 1 
—S$S =$ = 
c= | = ds+ |  . 
{ 0 
En développant e-° suivant les puissances de s et en faisant l’inté- 


gration terme à terme, on obtient le développement de la fonction 
E, (z) suivant les puissances de z: 


E,()=C init 3 DE. (47) 


Pour calculer la constante C, nous ons l'intégration par parties: 
00 1 
C=e"“lns|; + | eInsds+(e*—1)Ins|, + | eIns ds — 
1 0 
= | e*Insds=—["(1) = — 
0 
(y est la constante d’Euler, voir Appendice A). 
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A côté de £, (z), on utilise souvent dans la pratique la fonction 
exponentielle intégrale Ei (z) voisine de £, (z) et liée à cette dernière 
par la relation 
et les fonctions 


Z Z 


Si (z) — | SDS Gs, Ci(z)— À SE ds 
0 


S 
CO 


appelées respectivement fonction sinus intégral et fonction cosinus 
intégral. Pour z > O0 on a en vertu du lemme de Jordan (voir [9]) 


E, (iz) = EI — ds — [ ni 


ss ot gi ft ge fit +5[ 580}, 


car 


On a donc pour z2>=>0 


Ci(2)= — LE; (is) + E (—ia)], 
_ (18) 
Si (2) 2 + LE (is) — Ei(—is)]. 


En vertu du principe du prolongement analytique, les relations 
(18) restent vraies dans un domaine plus large de variation de z. 

Des formules (15), (17), (18) on déduit sans peine les représenta- 
tions asymptotiques et les développements suivant les puissances de z 
pour Si (z) et Ci (z). On a par exemple 


A (1) 7 
Si (2) — à CkED (01? 
R— 


| D (HR 22h 
Ci (z) = y + In z — >” — 


Puisque les séries de puissances pour Si (z) et Ci (z) convergent dans 
tout le plan complexe, la fonction Si (z) est analytique dans le 
plan complexe tout entier, tandis que la fonction Gi (z) l’est dans le 
plan muni d’une coupure le long du demi-axe (—oo, 0). 
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2) Fonction d'Hermite de deuxième espèce. Posons dans (11) 30 — 
= io (le signe étant celui de Im z). Il vient 


+100 


o (z) = 2V x | es ds. 


Z 


Pour z>>0 il vient 


Q, (iz) = 2 Va Ÿerde2 au [earsaitt-0 (0 


iz 


D (= = | es ds (19) 


est la fonction des erreurs. 


cie ERRENRSSENSSENNREMREE 
D 8 ED NE D 
2.0 ELERI DELLE ET ITITEI TL) 


0 1 2 3 4 & 6 
Fig. 3 


A l’aide de la représentation asymptotique (7) de Q, (z), on écrit 
sans difficulté la représentation asymptotique de la fonction des er 


reurs : 
D [1+0(<)]. 
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Le développement de la fonction ® (z) suivant les puissances de z 
s'obtient en développant e-s° en série dans (19) et en faisant l’inté- 
oTation terme à terme: 


2 OS (—1R 7 
D(z) = > kTCK+ ID 


ARR 
FURRE SR 
HÉCIRRRE RER RE SI EE 
A 1 A EE 
SUP TRES NERR RER 
HAS NENMERNENEPRENE 
CU PNY AN AY AN AA AN AN 
ED CE 
IDE PET 


PE PE EE EE 
ENRERRERSRSRENSRNENS 
ee te) ae 
TIRÉS RRRERE SN NE DIE 
ESRI RS ENRRREENMEE 


O0 10 20 50 40 60 x 
Fig. 5 


À Ia fonction des erreurs sont étroitement liées les intégrales de 
Fresnel: 


S (z) — | sin dt, C(z)— | cos + dt. 
0 0 


$ 12] POLYNOMES D’UNE VARIABLE DISCRÉTE 113 


On a en effet pour z>0 


C(z2)—iS (2) = rate VAE) 
0 


La relation déduite permet de définir le comportement asymptotique 
et le développement en série des intégrales de Fresnel. 

Les courbes représentatives des fonctions Æ, (x), Si (x), Gi (x), 
® (x), S (x) et C (x) sont montrées sur les figures 3 à 5. 


$S 12. Polynômes orthogonaux classiques d'une 
variable discrète 


Nous allons considérer une généralisation de la notion de poly- 
nômes orthogonaux classiques, à savoir : les polynômes orthogonaux 
classiques d’une variable discrète. 

Ces polynômes sont largement utilisés à l’heure actuelle pour 
l’établissement de schémas aux différences fournissant une bonne 
approximation de solutions d’une série d'équations de Physique 
mathématique, pour le dépouillement des résultats de mesures, 


pour le calcul des sommes de la forme >, p(x;) f(x;) pour une fonc- 


tion op (x) donnée d’après les formules de quadrature du type de 
Gauss (voir appendice C). On a découvert, assez récemment, un 
lien entre les coefficients de Clebsch-Gordan, largement utilisés 
en Mécanique quantique, et les polynômes d’une variable discrète : 
ce lien a stimulé l’étude approfondie de ces coefficients. 


1. Equation aux différences analogue à l’équation du type hyper- 
géométrique. On a vu au $ 2 que l’équation différentielle du type 
hypergéométrique 

G(x)y +T()y + y = 0 (1) 
admet comme solutions particulières, pour certaines valeurs de À, 
des polynômes orthogonaux classiques. En plus de ces derniers, on 
utilise souvent en pratique des polynômes orthogonaux classiques 
d'une variable discrète y, (x) qui vérifient l’équation 
5 (x) y ER 2 Es (z— h) LT (x) y EE (x) LA (x) —(); (2) 
Ici o (x) et Tt (x) sont des polynômes de degré non supérieur à 2 et 
à 1 respectivement ; À et À sont des constantes. L’équation aux diffé- 


rences (2) est analogue à (1). En faisant un changement linéaire de la 
variable indépendante, on réduit l’équation (2) à la forme 


O (x) AVYy + T (x) Ay + Ay = 0, (3) 


N 


ou 


Af(& =f(@+1)—f(x), Via) =f(2 — f(x —1). 


8—0592 
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Avant d'étudier les propriétés des solutions de l'équation (3), 
considérons quelques propriétés des opérateurs À et Y. 
On a 


Af (x) = Vf (x +1), (4) 
AVJ (x) = VA (x) = f(x +1) — 2f (x) + f(x — 1), (5) 
A [f (x) g (x)l = jf (x) Ag (x) + 8 (x + 1) Af (x). (6) 


De l’égalité (6) on déduit la formule de sommation par parties: 
2 f (xi) Ag (i) = f (xi) 8 (ti) le —2 8 (zi41) Af (æi). (7) 


Ici x; = x; + 1; la sommation se fait suivant des i tels que 
aZ x; L b — 1. Remarquons que pour un polynôme quelconque 
Im (x) de degré m, les quantités Ag,, (x) et Van (x) sont des polynô- 
mes de degré m — 1, et Aa, (x) = V''qmn (x) = qf) (x). 
Dégageons certaines propriétés des solutions de (3) qui sont 
analogues à celles des solutions de (1). Montrons que la fonction 
UV, (x) = Ay (x) vérifie l'équation aux différences du type (3). À cet 
effet, appliquons l’opérateur À aux deux membres de l’équation (3): 


À Lo (x) Va (x)l + A [x (x) v (x)] + Au (x) = 0. 
À l’aide des formules (6) et (4), réduisons cette équation à la forme 
6 (x) AVU + Gi (x) Aus + a = 0, (8) 


où T (x) = T (x + 1) + Ao (x) et a, = À + AT (x). Puisque 7, (x) 
est un polynôme de degré non supérieur à À et que u est indépendant 
de x, l’équation (8) pour v, (x) est du même type que (3). 

La réciproque se vérifie tout aussi facilement: foute solution de 
(8) pour À =£ 0 se laisse mettre sous la forme v, (x) — Ay (x), où y (x) 
est une solution de (3) qui s'exprime en fonction de v, (x) comme suit : 


gta) — joe) Vois Gui 


On obtient de même pour la fonction v, (x) — A'y (x) une équa- 
tion aux différences du type hypergéométrique 


O (x) AVUn + Tn (x) AUn + Unn = 0, (9) 
où 
Tn (2) = Ta (& + 1) + AG (x), To(x) = 7T (x), (10) 
Un = Un-1 + Ata-1 (X), Mo — À. (11) 
La réciproque est aussi vraie : toute solution de (9) pour uz 0 
(k — 0, 1, ..., n — 1) peut être représentée sous la forme v, (x) — 


—= My (x), où y (x) est une solution de l’équation (3). 
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Pour mettre u, sous forme explicite, il suffit de remarquer que 
At, (x) et A? (x) sont indépendants de x. D'où 
Nr a Vo —..:—- A6 720060 
et donc 


Un = Un + AT + (n —1) A?6. 
On en tire 


Tr: (Un — Ua D=À + nAT+ ED A6 — 


k=1 
— À nt + do (12) 


De la relation (10) qui lie t, (x) et t,-, (x), on obtient facilement 
par récurrence que 


Tnt)=0(x+n)—o(x) +T(zx+n). 


2. Formule de Rodrigues. La propriété étudiée dans le n° 1 
permet de construire la famille des solutions particulières de l’équa- 
tion (3) correspondant à des valeurs déterminées de À. En effet, 
l'équation (9) admet pour u, — 0 une solution particulière v, (x) — 
— const. Puisque v, (x) — A'y (x), cela revient à dire que l’équa- 
tion (3) admet pour À = À, — —nt FA (n — 1) o” une solu- 
tion particulière y = y, (x), polynôme de degré n. 


Afin d'’expliciter y, (x), mettons les équations (3) et (9) sous 
forme auto-adjointe : 


À (opVy) + hpy = 0, (13) 

À (GPnVun) + UnrOnvn = 0. (14) 

Ici les fonctions o (x) et p, (x) vérifient les équations aux différences 
À (op) = 7p, (19) 

À (603) = TnPn- (16) 


À l’aide de la formule (10), on établit sans peine une relation unis- 
sant les fonctions 0, (x) et p,_1 (x). On a 


A [0 (x) En (2)] = Tn (2) = Thu (x + 1) + Ao (x) — 


En (x) 
__ATo (+1) pn-1 (x +1)] 
PR | à 
D'où 
Pn (z+1) _ 0 (&+2) Pn-1 (z+2) 
Pn (x) O (z+ 1) Pn-1 (x +1)? 


Pa () = 0 (x +1) 02 (x + 1). 
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Comme p,(x) = p (x), on a 
Pr (@)=p(c+n) Îl o(r +2). (47) 


L'équation (14) se réduit donc à une simple relation entre les fonc- 
tions v, (x) et v,+., (x). En effet, 


Pn (2) Un (&) = — = A Lo (2) Pa (2) Von (61 = 


= —— V [0 (+1) pn (8 +4) As (HI 


1.€. 
4 
Pn () Un (x) = — ere V [Pn+1 (€) Un+1 (x). 
D'où l’on tire successivement, pour m << n, 
Â 
Pmlm—= — Um V (Pm+10m+1) —— 
Â Â Am n— 
=(— 2) (———) Vpmmt) = 2 = EVE (pars), (18) 
où 
n— 1 
=(— 9" [um 4=1. (19) 


Si y —= Yyn (x), on à v, (x) = const, ce qui donne l’expression 
suivante de Um» (x) = Ay (x): 


Ayn (2) = SAR VRm [p, (x), (20) 


Amn _—. À» (À) Rss 


1 . (21) 
Br=-7— A Yn (= 


Un (x). 


En particulier, pour m — 0 on en déduit la forme explicite des 
polynômes y, (x): 


Un (2) = TV [pr (HI: (22) 


Ainsi donc, la formule (22) définit les solutions polynomiales de 
l'équation (3) de façon univoque, à un facteur de normalisation 
B, près. Ces solutions correspondent à À = À, — —nt sh X 


X (n — 1) 56”. La relation (22) est une formule aux différences ana- 
logue à la formule de Rodrigues pour les polynômes orthogonaux 
classiques. A l’aide de (4) et de (17), on met la formule de Rodri- 
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gues (22) sous une forme différente : 


ni 
Un (E) = bn ne AT o() ow—-»]. (3) 
k=0 
3. Propriété d'orthogonalité. La propriété d’orthogonalité des 
polynômes y, (x) sera démontrée par analogie au cas des polynômes 
orthogonaux classiques ($ 5). Considérons les équations aux diffé- 
rences pour les polynômes y, (x) et y, (x): 
A (GPVYn) da hnOYn — Ù, 
A (GEVY m) +. À mOY m = (0. 
Multiplions la première équation par y,, (x), la seconde par y, (x) 
et retranchons la seconde de la première ; il vient 
(im — Àn) OYmYn = À 160 (YmVYn — YnVYm)l. (24) 


Posons dans (24) Lt, os #7; id 1, et faisons la sommation 
suivant des à tels que a x, b — 


(Âm — Àn) à _ D (ti) Um (ti) Un (ti) — OP (Um VYn — Yn VYm) ke 


L'expression (YmVYn — YnVYm) est un polynôme en x. Si l’on a 
G (x) p (x) 2 lx=a,p = 0 (k = 0, 1, ...), (25) 


le second membre de l'égalité obtenue s’annulera, i.e. pou mn 
on aura 


2 Ym (Li) Un (Xi) P (Li) = 0. (26) 


Analogue à l'égalité (9) du $ 5, l'égalité (26) s’en déduit en 
remplaçant l'intégrale définie par la somme. Orthogonaux dans 
le sens de la formule (26), les polynômes y, (x) gardent toutes les 
propriétés démontrées dans le cas des polynômes orthogonaux quel- 
conques. Ils vérifient en particulier la relation de récurrence 


Tyn (£) = AnYn+1 (&) + nn (&) + YnYn-1 (&) (27) 
dans laquelle 


LORS R 


— ; : 5 
An+1 On Tn+1 an dh-1 


dn = ds 2 Yn (X :) P (ti) 


est le carré de la norme, a, et b, sont les coefficients affectant les 
puissances de plus haut degré du polynôme y, (x). 

Les polynômes y, (x) pour lesquels l'intervalle la, bl est situé 
sur l’axe réel et la fonction p (x) vérifie l’équatian (15) et la con- 
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dition (295) sont appelés polynômes orthogonaux classiques d’une 
variable discrète. On impose généralement à ces polynômes une 
condition supplémentaire p (x;) > 0 si ax; < b — 1. 

Les polynômes Ay, (x) vérifient l’équation que l’on obtient de 
l'équation de y, (x) en remplaçant p (x) par p, (x) = 6 (x +1) X 
X px + 1) — ft (x) + © (x)l o (x) et À par m —2X+ 7. La fonc- 
tion p, (x) vérifie évidemment une condition analogue à (25): 


Cor ls tr=0 ed.) 


Les polynômes Ay, (x) possèdent donc la propriété d’orthogonalité 
suivante : 
> AYm (Li) AYn (tr) px) =0 (mAÆn). 
ax; <b—2 
D'une manière analogue, on démontre sans peine que les polynômes 
Afyn (x) vérifient les relations suivantes: 
> AY (Ti) AfYn (ti) PR(t) =0 (mÆn). 
a<x;<b—-h—1 
4, Polynômes de Hahn, de Tchébychev, de Meixner. de Krawtchouk 
et de Charlier. Proposons-nous de mettre sous forme explicite le 
poids p (x) par rapport auquel sont orthogonaux les polynômes 


orthogonaux classiques d’une variable discrète. Pour le faire, nous 
récrirons l'équation aux différences (19) sous la forme 


p(z+1)_ o(x)+T(x) 
pt — c@+1) Fe) 


On s'assure sans difficulté que les solutions de l’équation aux 
différences 


p (+1) 
dans laquelle le second membre peut être mis sous la forme de pro- 
duit ou de quotient de deux fonctions, présentent la propriété élé- 
mentaire suivante: 
Si les fonctions p, (x) et p, (x) sont solutions des équations 


P1 +1) P2 (+1) 
P: (x) — }1 (x), Po (x) = Ÿ2 (x), 
l'équation 


p (x +1) _ f (x) 
P (x) 
admetira comme solution pour f (x) = f, (x) f, (x) la fonction p (x) — 
= Cp (x) p2(x), et pour f(x) = f: (x)/f: (x) la fonction p (x) = 


= C L = , où C — C(x) est une fonction périodique quelconque 
2 


de période égale à l'unité. 
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On s'assure aisément que le choix arbitraire du facteur périodi- 
que de la fonction p (x) n’affecte aucunement la forme explicite des 
polynômes y, (x) obtenus d’après la formule de Rodrigues (23). 

Puisque le second membre de (28) est une fonction rationnelle, 
sa solution se laisse exprimer en fonction des solutions des équa- 
tions aux différences 


p (x + 1)/p (x) = Ÿ + x, (29) 
p (x + 1}/p (x) = y — x, (30) 
p (x + 1}/o (x) = Ÿ, (31) 


où y est une constante. Comme y + x = [ (y + x + 1)/T (y + x), 
l'équation (29) admet une solution particulière de la forme 


p @&) = (y + x). 
D'une façon analogue, en se servant de l'égalité 


L'(y—z+1) Â 2 { 
P'y—z) P(y+)—(c+ 1)  T(v+i—-c) ? 


on obtient une solution particulière de (30): 
p (x) = 1/T (y +1 — x). 


Dans le même ordre d'idées, on montre sans difficulté que l’équa- 
tion (31) admet comme solution particulière la fonction p (x) = Y*. 

Voyons maintenant comment on doit choisir a et b pour que les 
conditions aux limites (25) soient vérifiées et que le poids p (x;) 
reste positif pour a x; b — 1. Si a est fini, on a par définition 
p (a) >> 0 et la condition (25) pour x — «a ne peut être vérifiée que 
Si 6 (a) = 0, i.e. si a est racine du polynôme © (x). Puisqu'on a 
par définition dans (3) o (0) = 0 pour © (x) =£ const, on peut poser 
dans ce cas a — 0. 

Si d est fini, on a en vertu de (49) 


6 (b) p (b) = [o (b — 1) + t (b — 1)] p (b — 1). 


Puisque p (b — 1) => 0, la quantité b — 1 doit être racine du poly- 
nôme © (x) + T (x). 

Ces raisonnements à l’appui, cherchons les solutions de l’équa- 
tion (28) pour différents degrés du polynôme © (x). 

4) Soit © (x) — x (y, — x). Alors 


Cr) + T(x) = (x — Ye) (Ys — à). 


Ici Y1, V2, Vs sont des constantes. L’équation (28) se présente alors 
comme suit 


p(r+1) (ZT —Y2) (V3 — ct) 


PU) (z+1)(n—1—2) : 
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Cette équation admet comme solution la fonction 


_ L'(Y1= 2) l(z— V2) 
1 LS D'(z+1)T(Ys+1— 2) ? (32) 
Ici et dans le texte qui suit, € — C (x) est une fonction périodique 
quelconque de période égale à l'unité. 

Choisissons les constantes y,, Y:, y: de telle sorte que, pour des 
valeurs déterminées de «a et de b, les conditions aux limites (25) 
soient vériliées et que le poids p (x;) soit positif pour ar < 
Z b — À. Si a et b sont finis, on peut, sans diminuer la généralité, 
choisir a = 0 et b — N (N entier positif). Puisqu'on doit avoir 


G(N—14)+T(N—1)=0, 


il convient de poser y; — NV — 1. Pour que le poids p (x;) soit 
positif pour a x; b — À, on peut choisir par exemple C = 1, 
M=N+a, y, = —$B — 1, avec a > —1, B > —1. L'on aura 
dans ce cas 

_F(N+a—zx)l(P+1+zx) 
PES ra 


(œ@ = —14, PB —1). 


Il existe une autre possibilité de choisir les constantes & et $ 
dans (33), ce choix assurant la positivité du poids p (x;) à un fac- 
teur périodique négligeable près. En effet, l'égalité (33) peut s’écrire, 
à l’aide de la formule de complément de la fonction gamma, sous 
une forme équivalente 


(53) 


{ 
ue T(c+A)T(N—zx)T (A—a—N+xz)T(—B—x) ? (34) 
en supprimant le facteur périodique négligeable 


C  — 
A re -unpr) sinr(f+i+z)" 


Le poids p (x;) sera positif dans (34) en posant «a <1 — N, Ê < 
< N. 


Les polynômes y, (x) qu’on obtient d’après la formule de Rodri- 


gues (23) avec B, — Sent 


la un (33) ou (34) seront appelés polynômes de Hahn et notés 
RGB) (x). 

Ün cas particulier important des polynômes de Hahn est repré- 
senté par les polynômes de Tchébychev d’une variable discrète 


ln (x) — Re; 0) (x) 
pour lesquels po (x) = 1. 
Si 4 —= —c où b — —+o, la fonction p (x) se comporte pour 
z = Ho comme une fonction puissance. Pour cette raison Îles 


et en déterminant le poids p (x) par 
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moments de la fonction poids > a po (x;) cesseront d'exister à partir 


L 
d'une certaine valeur de #, ce qui veut dire que les polynômes ortho- 
gonaux {y, (x)} ne peuvent former qu’un système fini. De ce fait, 
le système de polynômes {y, (x)} ne sera pas complet dans la classe 


des fonctions f (x) pour lesquelles 2 f? (ti) p (ti) < co. 


Remarque I. Les polynômes A(G.P) (x) peuvent être exprimés à 
l’aide des polynômes p, (x, Bi, y, 6) considérés dans [1] pour les- 
quels on a 


(0? _ __ (B)x (V)x 
BP, — nl ? o(t)=xz(0—1+7x), PO) = ? 


_ F(a+x) 
Ge To 
Puisque, d’après la formule de complément de la fonction gamma, 
on a 


T (y+x) T'A—ô— 7x) 


. D'(ô+x)  T(1—y—x) ? 
où 
EL __ sinr(ô+zx) 
Én sins(y—+z) 


est une fonction périodique de période égale à l’unité, l'expression 
de p (x) se réduira à (32) après avoir changé $ en 8 + 1, yen 1 — N 
et Ô en 4 — N — &. On a donc 
RD (x) = pr (a, P+1, 1—N, 1—N— a). 
Remarque 2. Il existe une relation remarquablement simple 
entre les coefficients de Clebsch-Gordan largement utilisés en méca- 


nique quantique et les polynômes h{«.B) (x). Cette relation sera 
étudiée dans le $ 25, n° 4. 


2) Soit © (x) = x. Trois cas peuvent se présenter alors: 


u(y+ x), 
C(z)+T(z) — u (Y— 2x), 
LU; 


u et y sont des constantes... L’équation (28) admettra alors les 
solutions suivantes: 
C UXT (y + x) 
T(x+1) ? 
Vos 


POCHETTE Te 
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Dans le premier cas, pour satisfaire aux conditions aux limites (25) 
et assurer que le poids p (x;) soit positif, on devra poser 
EL … 1 
a =0, b= + ©, 0<u<i, Y>0, Try"? 
d'où 
_ He « 1062) 
D (x) SL (x +1) 9 ou (x == [È (y) 


Les polynômes correspondants sont appelés polynômes de Meixner 
mo) (x). 

Dans le deuxième cas, on choisira 

a=0, b=N+1, y=N, up — (p > 0, g > 0, 
+g=1), C=gNi 
pour obtenir 

N1 
TON — il * 
C'est la distribution binomiale bien connue en calcul des probabilités. 
Les polynômes correspondants s'appellent polynômes de Krawtchouk 
EP (x). 

Dans le troisième cas, en posant 


p(x)=Cnp'aN-i avec Cr 


a=0, b—=+oœo, C—e-h, 


on aboutit à la distribution de Poisson 


p (t:) on: 


Les polynômes orthogonaux correspondants d’une variable discrète 
portent le nom de polynômes de Charlier cM) (x). 

3) Le cas de © (x) — 1 est dénué d'intérêt, car il ne permet pas 
de déduire de nouveaux polynômes orthogonaux. 


A l’aide des formules de Rodrigues (21) et (20) pour les polynô- 
mes y, (x) et Ay, (x), on obtient une relation qui lie les fonctions 
Ayn (x) pour les polynômes d’une variable discrète y, (x) considérés 
plus haut aux polynômes eux-mêmes. A cet effet, il suffit de remar- 
quer que dans (20) on a À4,, — —À, et, conformément à (17), 
[o, (x)l, 1 — 01 (x). En effet, 


p &=c(æ+tT)p(x+t), 


n— 1 
ini pit +r—1) [lo (+4) = (+2) Î] o(r+ 4) = pr (). 
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D'où 
AYn (x) = —À Pa Ne [On (x)]— 
di T px (x) de 


AnBn BEA _n AnBn 
= RE [ps (an) = — Vi à (0). 


Ici Un. (x) est le polynôme qu'on obtient en remplaçant dans l’ex- 
pression de y, (x) la fonction p (x) par 0, (x), et B}° est la constante 
de normalisation dans la formule de Rodrigues pour les polynômes 
yn (x) (les constantes À, et B, pour les polynômes considérés plus 
haut sont indiquées dans les tableaux 3a et 3b). 

Conformément à ce qui précède, on a pour les polynômes de 
Hahn A8) (x) = h(@,8) (x, N), les polynômes de Krawtchouk 
EP) (x) = À) (x, N), les polynômes de Meixner m{Y:h) (x) et les 
polynômes de Charlier cu (x): 


AR (x, N)=(a+Btn+4) AGE BTD ES, MN 4), 
ARP) (x, N)=kP) (x, N—1), 


(y, n (1—u). 
Am M (x) = — Er mU+i, U) (x), 
n 
Ac (x) = — — CR (x). 


Considérons en conclusion les _ de symétrie des polynô- 
mes orthogonaux d'une variable discrète qui découlent des pro- 
priétés de symétrie du poids p (x). Pour les polynômes de Hahn 
R&B) (x, N), le poids p (x) vérifie les relations de symétrie sui- 


vantes : 
pit) =p(x à, f)=p(N—1—2x, f, à). 
On peut donc récrire la relation d’orthogonalité 


N-1 
à h@ 0) (x;) h@ 8) (x;) p (xs, à, B)=0 (nm), 


en remplaçant à par V — 4 — i, sous la forme 
N-i 


D RE DIN—1—x,) RG BON —T—x;)o(x;, BP, a) =0 (nm). 


i—=0 


Puisque le poids et l’intervalle d’orthogonalité Ja, bl définissent 
les polynômes orthogonaux d’une façon univoque, à un facteur 
constant près, on a 


Ra, BON —1— 2x) = Ch %) (x), 


424 POLYNÔMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES [CH. IT 


où C, est une constante qu'on définit en identifiant les coefficients 
de x° dans les deux membres de l'égalité; on trouve C, = (—1}", 
et donc 


he DIN—T— x) —(—1)AP; 2) (x). 
D'une façon analogue, on a pour les polynômes de Krawtchouk 
EP ()=(—D'AP(N—2) (p+q=t). 


5. Caractéristiques principales. Nous allons calculer les valeurs 
des principales constantes pour les polynômes de Tchébychev, de 
Meixner, de Krawtchouk et de Charlier. La constante de normalisa- 
tion BP, dans la formule de Rodrigues (22) est par définition supposée 
égale à 


pour les polynômes A(@: D) (x) et £, (x), 


[ Ci 
n| 
nn u * pour les polynômes mOM(x) et cu (x), 
gr pour les polynômes Æ(?P) (x). 


Calculons les coefficients de la relation de récurrence (27). Le 
coefficient a, affectant le terme de plus haut degré du polynôme 
Yn (x) se cherche de la même façon que dans le $ 7: 


n—1 
=D: Il (+ LES FE 
R=0 
On a donc 
es 5” 
An Bh RC : 
CT —— 
An+1 Bna (r T' o") (r' + no”) 


Le coefficient b, s'obtient en identifiant les coefficients de x" 
dans l’équation aux différences pour y, (x): 


T (0)+(r— 1) 0° O++ (—1)T 


bn __, Tn=1(0)  nr—1) 
an rx no ET - 
Aussi 


T (0) (6”—Tt')— 7 [T' +20" (0)] (r + Li. s’} 
 — On __ bre 2 
7 An An [T+(n—1) o'T(T + no") 
Le calcul du coefficient y, dans la relation de récurrence (27) se réduit 
à celui du carré de la norme d?, car 


dh 
Yn _. Xn-1 d2 ° 
n -1 
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Pour calculer d?, il est commode de faire intervenir la formule 
de Rodrigues (22): 


dè — 2 p(t;)yi (ti) =Bn 2 Yn (2) V' Ip} (&:)]. 


En appliquant la formule de sommation par parties (7), on obtient 
dn= Ba > Un (Xi) À [VTT px (x: —1)] = 


= Br {un (25) Vpn (ti —1)lè — 2 An (55) Vpn (&:)}. 
Le premier terme dans l’accolade s’annule en vertu de la condition 
(25), car on a d’après la formule de Rodrigues (20) 

— 1 

Vpn (til) = 6 (x) p (ti) Vyn (ci). 
inOn 
D'où 
dr = — By 2) Ayn (ts) V {Pa (ti). 

En faisant nr fois la sommation par parties, on obtient finalement 


du =(—1)" B} 2: AYn (Ti) En (ti) =(—1)" Brant. Pn (Ti). 


Le calcul de la somme > 0h (t;) est particulièrement simple dans 


le cas des polynômes de Meixner, de Krawtchouk et de Charlier. 
On a pour ces polynômes 
O (x) = 7x, 


Pr (9 =p (+ n) JT 6 (644) = 0 (+0) RE. 


R=—1 


Il vient donc pour les polynômes de Meixner 
Ré (p+itn) 
21 Pn(t)= » ir 
î i=0 


Puisqu’on a d’après la formule de Taylor pour |u|<1 


00 r | | 
({— u)-%+0 — >. RULES, 
i—=0 


il vient définitivement pour les polynômes mQW (x) 


di — n! (Y}n 
TT Re e 
u2 (4 — u)Ÿ 
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Pour les polynômes de Krawtchouk on a 


à N! pitngN=-i-n 
> Pn (t:) = D IT(NEI— in) — 
î i=0 
Nipr 


— (W—n)l — (W—n)l ? 


N-n 
à» Ch-npigN-ri A de 
i=0 
di = Cx (pq). 
Pour les polynômes de Charlier 


O0 


—Hitn 
> Pn (Zi) — > 2H =, 
î i=0 


d’où 


2 n! 
= - 


Calculons maintenant 2 On (x;) pour Iles polynômes de Hahn 
h{@ D) (x) pour a > —1, B>—1. On a dans ce cas 


G(xz)=xz(N+a—x), 
l'PÉ+IH+:)TN+a—z) 


p (æ)— TÜ+z)T(N—z)  ? 
_ PF(B+tli+ztn) (N+a—z—n) - L 
Pr RL (G+Æ)(N+a—x—k)=— 


R=1 


___ PFB+li+z+n)l(N+a— x) 
EE T'A+r)T(N—x—n) 4 


N—-1 N-n-1 
>. On 1) = > Cy-n-1T (B+1+itn)T(N+a—i). 
i=0 


Pour calculer la somme, nous ferons intervenir la relation (voir 
Appendice À, n°1) 


1 
TH) =T (+9) | (1 tt dt. 
Ô 
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On obtient 
2 Pan (Xi) = 


N-n-1 1 
nn T(a+B+itn+N) à B+itn/A __HN+a—-i—1 ds 
DM: DS Cas |: de die. 


i=0 


1 


= T'(+tB+itn+nN) | PEN (A — jar x 
5] 


(N—n—1)l 
N-n-1 | | 
x | ù CN_n-1t (ES dt — 
i—=0 
1 
__ PF(a+B+i+tn+n) | in n — 
= Gr | a M 


__ T'(G+B+IL RE N) T'(B+ An) D'(a+n+1) 
du (N—n—1)T(&+B+2n +2) 


D'où l’on déduit pour les polynômes (6) (x), en prenant 
a>—1, P>—1: 
g-{@tr+1TÉ+1+n)T(at+B+n+1i+ AN) 
Ro (a+B+2n +1)nl(N—n—1T(a+$p+n+1)" 
On a en particulier pour les polynômes de Tchébychev t, (x) 
d’une variable discrète, en posant &—0, B—0 


p—__ W+n)l 
R Q@nED(N—=n— I! * 


? 


Dans le cas des polÿynômes h{a8) (x) avec a << 1 — N et 8 
<1— N, la somme 2,p, (r;)se calcule en faisant le prolongement 


analytique suivant «& et $ de la somme correspondante pour &« => —1 
et > —1. En effet, on a dans ce cas 


[LT + (N+a—x—x) 
kR=1 


On) TEEN a NE En TE) 


_ ae D LU 
OPA +z) PH Na) T(—B—z—n)T(N—xz—n) ? 
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À l’aide de la formule de complément de la fonction gamma, on 
peut mettre l’expression pour > 0n (x;) sous la forme 
1 


N-1 —n— 


(ty 
à Pr (x ml > nm? * 


x sinn(N+a—i)sinn(n+B+iti). 
Nn-iT(N+a—i)l(n+fB+1+i)— 


N-n-i 
(— 1-1 sin ro sin nf 


RD DA er | À Cy-n-Tn+a—iT (n+B+1+i). 


On a montré plus haut que pour & > —1, ÿ = —1 on a l’éga- 


> Cy-n-TN+a—i)T(n+B+1+i— 


ed NEA ER n)l(aœ+n+i) 
(a+ +2n +2) | 
D’après le principe du prolongement analytique, cette relation 
reste vraie pour & et $ quelconques. On obtient donc, à l’aide de la 
formule de de la fonction gamma, 
= 4 
2 Pn (£ 


sin ra sin 718 x 


D'(a+B+i+n+N)T(B+I+n)T(atntt) 


à (N—n— DIT (a ++ 2n +2) 
F(—a—$— 
ON n—1T(—a—pB—r— N)T(—B—R)T(—a—n) ? 
d’où 
d2 — (—a—$—n—N)x 


(—a@—B—2n— 1)nI(N—n— DIT (an) T(—B—n) * 
Nous donnons en conclusion les caractéristiques principales des 


polynômes orthogonaux classiques d’une variable discrète, résu- 
mées dans les deux tableaux Sa et 3b. 


6. Lien avec les polynômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. 
Il est naturel de s'attendre à ce que, pour h — 0, les solutions poly- 
nomiales de l’équation (2) deviennent, avec une normalisation appro- 
priée, des solutions polynomiales de l’équation (1), i. e. des poly- 
nômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. Cette conjecture se dé- 
montre sans peine par récurrence, en effectuant un passage à la 
limite correspondant dans les relations de récurrence (27) pour les 
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Tableau 3a 


Caractéristiques principales des polynômes de 
Hahn et des polynômes de Tchébychev d’une variable discrète 


Un (x) RQ 8) (x) (x) 
Ja, | (0, N) | (0, N) 
'(P+1+z) T(N+a— x) 
PO Taroru—s 
(œa> —1, 6 > — 1) 
SE _ _—  — 
F+zr)P A-a-N+z)T(—-P—-x)T(N—-7x) 
(a<i—N, B<i—N) 
G (x) z(N+a— 7x) z(N— x) 
(x) — (a+ +2) z+(B+1) (N—1) —2r+N—1 
À n(a+B+in+1) n(n+1) 
: (— 1 (— 1) 
d n | n | 
1 D 
an —+ (a +++ 1)n — (+ 1) 
1 N—1 
br 57 | 6+0 0-04 pr Vr 
HE (a B4+2N 2) | (a+ 4m + ns 
» lo L@+n+NT(B+nt1t)(a+B+n+i)m (N +) ! 
n | ? a+EB+en+Dni(N-n—1i DnLDU-n—-Di 
(a > — 1, B> —1) 
9 (—a—6f—n—N)x 
er 2n—1)n\(N—n—DIX 
XT(-—a—n)T(—B—n) 
({@<i—N, B<1—-N) 
(n+1)(a+Btn+1) n +1 
de (a+B+2n +1) (a +B—+2n +2) 2 (2n +1) 
(B+1) («+ 6) (N—1) + 
| +n(a+B+n+1)(a—B+2N—2) Te 
ÿ (+ B+2n) (a +P+2n +2) 2 
LL (x FB + 2n) (x +B+2r +1) 2 (nr +1) 
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Tableau 3b 


Caractéristiques principales des polynômes de Meixner, 
de Krawtchouk et de Charlier 


dE) mLViH) (oc) RP) (x) c(H) (x) 
Ja, db (0, ) (0, N+1) (0, ) 
0) uXT (y+ x) N IpxgN 7 eux 
TA+HT (y PU+aTUW+1—T TÜ+ 
(Y>0, 0<u<1) (p>0, g9>0, p+q—=t1) (u > 0) 
O (x) x x ZT 
1 
T(r) vh— 2x (1—) A u—7 
Ân n (1—u) — n 
q 
1 (— 17 g7 1 
Bn ue n |! mA 
u—1\n Â { 
de M ] n | (— LU)? 
1 n—1 
n—1 pu+i | Np+n—0 (sp) L (a+ 2u | 
on ne (v+ 2 pH (n— 1)! (— un)? 
_A \n-i 
a ar à 
M 
n !(Y}n N | e n | 
PO LE 
M 1 — 
Un ni n + Le 
B. = n+p(N—2n) nt 
Vn 1 ee À pq (N—n+1) —n 
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polynômes en question. À titre d'exemple, nous allons établir une 
relation limite entre les polynômes de Hahn et ceux de Jacobi. 


Faisons tout d’abord un changement linéaire x =: (1 + s) 


afin de passer de l'intervalle d’orthogonalité ]0, NI des polynômes 
de Hahn à l'intervalle ]—1, 1[. L'’équation aux différences (3) 
pour les polynômes hA(@.B) (x) — u (s) devient alors 


(A+ s)(1—s+ ah) HEFN ROTEC RE 


—{(@+B+2)s+a—p+(6+1) 7 EEE + 
+n(n+a+f$+tlju(s) —0, (35) 


où 
où k=— | 

Quand k — 0, l’équation (35) se transforme formellement en 
équation différentielle pour les polynômes de Jacobi Pal) (s). 


On suppose donc que la relation limite s’écrira sous la forme 


lim CAN) PTS (A+ = PR P (8) (36) 
N 00 


où C, (N) est un facteur de normalisation. 
Pour démontrer la relation (36) et justifier le choix du facteur 
de normalisation C, (VW), nous comparerons les relations de récur- 


rence pour PB) (s) et v, (s, N) = C, (N) AG) E (1+s)|: 


(œ, 8) 2(n+1) m+a+$p+1) (a, 8) 
rt CE prerprnemterhre wi OT 


Pa? PG,8 
Frrarbemresheg /" (ST 


_____2(n+a) MP) pu, Bo. 
TEn+o-+f)@n+a+P+1) Pn=1 (s): 


___2+Dm+atB+D En, à 
 @n+a+B+1) Onta+B+2) NCn,s T4 
Bo o2+ LE [n (n+ a+ B-+1) (a—B—2)—(B-+1a+ BP] 
L Gn+arp@rpathps2 Un + 
2(n+a)(n+$) on. n+a+f$ \ NCr 
FGTa+b rra+h tri (1 TN | (1 Tr | 


On voit que la relation (36) reste vraie pour #7 quelconque si 
elle l’est pour nr — 0, n — 1 et si l’on a en plus C,/C,1, — N. On 
choisira donc €, = N°”. 


9 *% 


Un 


Un-1- 
n—]1 
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On aboutit à la relation limite suivante : 


1 œ N œ 
mn Pl (ss ]= re 0 (s). (87) 


lim 

N 00 

Dans le cas particulier des polynômes de Tchébychev d’une va- 
riable discrète £, (x), la relation (37) s'écrit 


—. N 
im tn | (+9) ]=P, (9), (38) 
où P, (s) est un polynôme de Legendre. 

D'une façon analogue, en posant dans l'équation pour les poly- 
nômes de Meixner m:u) (x) 


1 À 
z=Ns, y(x)=ut(s), h=—+, 1—u=—-, 


on retrouve une équation aux différences du type (2) qui, pour 
N — © et une valeur fixe de À, se transforme formellement en 
équation différentielle 


su” + (y — Às)u + nu = 0. 


Les solutions polynomiales de cette équation sont du type ZY-1 (ks). 
On suppose donc que la relation limite s’écrira comme suit: 


1: (v. 1-+) Nt y 1 
im C,(N)Mn (= )=Lr (6. 


N 00 À 


Ici C, est un facteur de normalisation que l’on choisira à partir des 
considérations analogues à celles utilisées pour la relation (37). II 


. 1 . 
vient donc C, — d'où 


1 1+a, 1— t 
| Œ+@, 1-8) (+)=2% (4) (39) 
(en posant p=+) 

Déduisons maintenant la relation limite pour les polynômes 
de Krawtchouk Æ{P) (x). A cet effet, nous nous baserons sur le théo- 
rème limite de la distribution binomiale bien connu du calcul des 
probabilités. On a en vertu de ce théorème pour V — 


à ii Ni 1 G— Np)° 
x;)= Cnp'aN-i  ——— ex 2 | 
p(x)=Cnp'q Vi rie | SNre |” 
i. e. le poids p (x) pour x — x; — i dans le cas des polyÿnômes de 
Krawtchouk se transforme, à un facteur de normalisation près, en le 
z—Np 
V2N pq 


poids pour les polynômes d’'Hermite p (s) — e- avec s — 


te 
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Nous poserons donc dans l’équation pour les polynômes de 
Krawtchouk 


z=Np+V2Npas, y(r)=u(s), À 


 V2Nr 


L'équation pour les polynômes de Krawtchouk s’écrira alors 
comme suit : 


(A+) RER EL 
— 25 HERO Lonx (s) = 0. 


Quand V —+ ©, cette équation se transforme formellement en équa- 
tion différentielle 
u" — 2su + 2nu = 0 


qui admet des polynômes d’'Hermite H, (s) comme solutions poly- 
nomiales. En répétant les raisonnements qui nous ont conduits aux 
relations limites (37) à (39), nous obtiendrons 

Le 


2 _\? (p) SN, 
 _—_— | — 
Jim Nr | n!kP (Np+V 2Npqs)= H, (s). (40) 

Le lecteur trouvera dans [1] des renseignements plus détaillés 
sur les polynômes d’une variable discrète. 


7. Fonctions sphériques généralisées et polynômes de Krawtchouk. 
Montrons qu'il existe entre les fonctions sphériques généralisées 
et les polynômes de Krawtchouk une relation qui découle directe- 
ment de la propriété d’unitarité des fonctions sphériques généra- 
lisées. Pour établir cette relation, servons-nous de la formule (20) 
du $ 10 et de l’expression explicite des fonctions sphériques géné- 
ralisées à l’aide des polynômes de Jacobi. On a 


2, 2m (B) drum (B) = Om (41) 
où 
1 Im) (mi + 
dm (P)= = Tr (1 — cos) FX 


m+m’ 
X(1+cosp) * PTT "EMI (cos). (42) 


Pour élucider la nature de la dépendance de la fonction dm (B) 
par rapport à m' pour des valeurs fixées de /, m et B, faisons appel 
à la formule de Rodrigues pour les polynômes de Jacobi (voir $ 5). 
En appliquant la formule de Leibniz de calcul des dérivées d’un 
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produit de fonctions, on s'assure facilement que pour des net x fixes, 
le polynôme de Jacobi P(œ:B) (x) est un polynôme en « et $, et 
la somme des puissances de plus haut degré de « et $ est égale à 7. 
Dans notre cas « et $ dépendent linéairement de m'. On a donc 
l-m° 
1 1 — cos B = / 
À Um"), (43 
mn PE ES (sp) nm) (43 
où g, (x) est un polynôme de degré n en x. La relation d'orthogonalité 
(41) se laisse donc écrire sous la forme 
2 Qi-m (Z) Ji-m (&) P (x) — Ommy: (44) 
la somme étant prise sur tous les x — 0, 1, ..., 21, 
. 1 1— cos f \x 
p (&)— x \(21— x)! 1 + cos f | 
La relation (44) exprime l’orthogonalité des polynômes gq, (x), 
avec le poids p (x), sur l’ensemble discret de points x = 0, 1, ... 
..., 2. On voit aisément que le poids p (x) se confond, à un facteur 
constant près, avec le poids par rapport auquel sont orthogonaux, sur 
le même ensemble de points x, les polynômes de Krawtchouk 
(p) _P_ = 1=cosp p —= 
k(P) (x, N) pour RE EEE PT No 21% 
En vertu de l’unicité du système de polynômes orthogonaux par 
rapport à un poids donné, le polynôme g, (x) se confond donc, à un 
facteur qui ne dépend pas de x près, avec le polynôme de Kraw- 


tchouk AP) (x, N) pour p — sin? = N = 21. Ainsi donc. on déduit 
de la relation (43) 
dmm' (B)= CV p(&) AP (x, N), (45) 


où t=lm; ntm, N = 2, p = sin? À 


5? 
p (x) = Cap* (1 — pire. 
La constante de normalisation € — C (il, m, f) se laisse définir, 
au signe près, à partir de la relation (41) pour m = m,: 
Cdi = 1 
(d, est le carré de la norme pour les polynômes de Krawtchouk). 


Pour connaître le signe de C il suffit de déterminer le signe de la 
puissance supérieure de m' dans les deux membres de la relation (45), 


en se servant de l'expression (42) de dm’ (B), ce qui donne C > 0. 
On obtient en définitive la relation suivante entre les fonctions 
sphériques généralisées et les polynômes de Krawtchouk : 


dm: (B) = 2 V0) kP (æ, N), (46) 
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/ 


 n=l—m, N — 21, p=sin, 


p (x) = Cap* (1— pp}. 


8. Application des polynômes orthogonaux classiques d’une va- 
riable discrète à la compression de l'information. Le problème de 
stockage de l'information revêt une importance scientifique et 
technique de premier plan. Une question liée à ce problème, celle de 
présentation de l’information sous une forme condensée, se pose, 
par exemple lors du traitement des électrocardiogrammes, du dé- 
pouillement des observations aériennes, etc. 

A l’heure actuelle, on utilise largement dans ce but des méthodes 
spectrales de traitement de l’information. Elles consistent en ce qui 
suit. Au lieu de retenir la table complète des valeurs de la fonction 
j (t) caractérisant le signal, on retient seulement quelques premiers 
coefficients de Fourier €, du développement de la fonction suivant 
un système complet de fonctions orthogonales y, (&) (7 — 0, 1, ...): 


Ï (£) — > CrYn (é), Ch =-7 ( (£), Un (£)), 


x=l—-m 


où (f, g) est le produit scalaire de deux fonctions, 
0 (mn), 

1 (m=n). 

On considère généralement les cas où le produit scalaire de deux 


fonctions f (£) et g (t) a la forme d’une intégrale: 
b 


f(@= | F0 8@ p (0 à 


a 


(Un: Um) — ErÔmn: an Eu (47) 


où op (it) > O0 est le poids par rapport auquel les fonctions y, (t) 
sont orthogonales (voir p. ex. $ 8). Or, si la fonction f (é) est définie 
par ses valeurs tabulaires f (t;) (i — 0, 1,..., N — 1), il est plus 
commode de calculer les coefficients C, en choisissant des systèmes 
de fonctions orthogonales y, (t) dont le produit scalaire a la forme 
d'une somme : 


(f, 8) — > f (ti) g (ti) où. (48) 


Or, la condition d'’orthogonalité (47) et la forme (48) du produit 
scalaire ont justement lieu dans le cas des polynômes orthogonaux 
classiques d’une variable discrète; pour cette raison on les utilise 
souvent pour la compression de l'information. 


1 36 POLYNOMES ORTHOGONAUX CLASSIQUES [CH. II 


À titre d'exemple, nous décrirons les résultats de l’application 
des polynômes de Tchébychev £, (x) au traitement des électrocar- 
diogrammes. (Notre exemple est tiré des Comptes rendus du 1° Col. 


Compression de L'ECE kom 86 
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Ÿ$ 
LL 
S 
S 60 
ù 
40 
20 
0 50 100 150 200 250 300 350 400 
7emps 
Fige 6 


loque national sur les Méthodes spectrales de traitement de l'infor- 
mation dans les recherches scientifiques, Pouchtchino, 1980, pp. 21, 
105.) 

Pour la reproduction du signal, la courbe f ({) a été divisée en 
portions; pour chaque portion, on n'a retenu que trois premiers 
termes du développement de la fonction j (t) suivant les polynômes 
de Tchébychev. La longueur de chaque portion a été choisie de telle 
façon que l'erreur moyenne quadratique soit inférieure à 1%. Même 
un algorithme aussi simple s’est avéré suffisamment efficace : le taux 
de compression de l’information était compris entre 6 et 12. On voit 
sur la figure 6 un fragment d'’électrocardiogramme initial et re- 
construit. 


CHAPITRE III 


FONCTIONS CYLINDRIQUES 


$ 13. Equation différentielle de Bessel et sa solution 


1. Résolution de l'équation d’'Helmholtz en coordonnées cylindri- 
ques. Parmi les fonctions spéciales, les fonctions cylindriques sont. 
peut-être les plus répandues. On les rencontre très souvent dans les 
problèmes liés à la résolution de l'équation d'Helmholtz 


Av + Av = 0 
en coordonnées cylindriques. Pour simplifier les choses, supposons 
que la fonction v soit indépendante des distances mesurées parallèle- 
ment à l’axe du cylindre. On a alors v — v (r, œ) et 


2 
Ao+ = (r À 1  ô?v 


ar (rr) +5 5er +400. (1) 


Pour être univoque, la fonction v doit vérifier la condition de 
périodicité w (r, @ + 2x) — v (r, æ). Développons-la en série de 
Fourier : 


O0 


ur, p—= D, vA(r)ei, 


1 ( | 
ne | v(r perte dg. @ 
TT 


L'équation différentielle pour la fonction v, (r) s'obtient sans diffi- 
culté en intégrant l’équation (1) sur l'intervalle ]—x, xl avec un 
poids e-**® et en simplifiant le terme en d?v/0p°? par double intégra- 
tion par parties. Puisque la fonction v (r, œ) est périodique relative- 
ment à la variable , les termes hors intégrale s’annulent, et nous 


Le 


obtenons l'équation différentielle pour la fonction u (z) — v, (r), 
où z — hr: 
zu" + zu + (2 — nu = 0. 
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Dans le texte qui suit, nous discuterons une équation plus géné- 
rale : 


zu" + zu" + (2 — vi) u —= 0 (3) 


dans laquelle z est une variable complexe et v un parametre suscep- 
tible de prendre toute valeur réelle ou complexe. 
Les solutions arbitraires de (3) sont appelées fonctions cylindriques 
d'ordre v ou fonctions de Bessel, et l’équation (3), équation de Bessel. 
Par changement de variables dans l’équation de Bessel, on obtient 
une série d’autres équations différentielles, en particulier l’équation 
de Lommel rer utilisée dans les applications: 


Re —— D + L'(BvEY- D em ——- Ju=0 (4) 
dont la solution s'écrit 
U (£) 7 RUE (BE). 


Ici u, (z) est une fonction cylindrique d'ordre v, tandis que «&, $ 
et y sont des constantes. 


2. Définition des fonctions de Bessel de première espèce et des 
fonctions de Hankel. L’équation généralisée du type hypergéométri- 
que (1) du $ 1 comporte comme cas particulier l'équation de Bessel 


(3) avec © (z) = z, t (2) = 1, © (z) = z° — v*. En ramenant (3) à 
une équation du type hypergéométrique, la fonction @ (2) peut 
prendre, conformément au choix des signes dans la formule (11) du 
$ 1 pour x (z) et au choix des valeurs à donner à k, des valeurs égales 
à ztVe+iz, Soit par exemple œ(z) — z'e”. En posant u (z) — 
— @ (z) y (z), on obtient une équation du type hypergéométrique 

G (2)y" + T()y + y = 0, (32) 


où 

G(z)=2, T(z) = 2i2+2v+A1, À = i(2v +1). 
D'après le théorème 1 du $ 3, l’équation (3a) admet une solution 
particulière de la forme 


Cu o! (s) p (s) ds. 
P (2) J (s— zyn ti 


y (2) — 


où C, est une constante de NOR et la fonction op (z) est 
solution de l’équation différentielle 


Lo (2) p (2) = + (2) p (2): 


u est racine de l'équation 


/ { " 
À+ut +-p(u— 1) 0-0 
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(nous avons utilisé les formules (2) et (3) du $ 3 où, afin d éviter 
toute confusion, nous avons changé v en u, car la notation v a déjà 
été employée dans l’équation de Bessel initiale). 

Le contour C est choisi de façon à satisfaire à la condition 


oMTT (s) p (s) 
(s _. 2m +2 


=: 


S1r S2 


Dans le cas considéré on a 


trs, p (2) = 2/Vetz, 
Aussi la solution particulière de l'équation de Bessel admet-elle 


l'écriture 
a, (2) = pe) y(=as et À [s(a— 5) ei ds, (5) 
C 


où a, est une constante de normalisation et le contour C satis- 
fait à la condition 


sv+1/2 (7 — 5)" #/2e2is Li, s, = 0 


Soit z > 0 et Re v => 3/2. On pourra choisir alors comme extrémités 
du contour C les points s, — 0 et s, — z. Le contour C pourra en 
outre s'éloigner à l'infini de telle sorte que Im s — + co. Comme €, 
nous choisirons des contours C,, C1, C, tels qu'on les voit sur la 
figure 7. Ils nous donneront alors les trois solutions suivantes de 
l'équation de Bessel : 


US (2)=a,z"Ve-i | [s (2—s)] 7 le2is ds, (6) 
Co 
7. (z) = aSz-ve-iz | [s(z—s)]"" VE Q2is gs, (7) 
Ci 
u® (2) = a$"z-ve-ir | [s(z—s)]" 7 e2is ds. (8) 
é, Fig. 7 


Pour s'établir sans ambiguïté sur une branche déterminée de la 
fonction [s(z — s)[V-1/?, on posera | arg s(2— s)| x. Il est 
commode de donner aux contours Co, C1, C la représentation para- 
métrique 

SZ (L + 1)/2 (—1 Li< 1), 

s—Z(1—+it/2) (0<Li< oc), 

s = izt/2 (0 LÉ << ©). 
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Les formules (6) à (8) s’écriront alors 


1 
UN (2) = 2 2 | (A — 12)" Moist gt — 


1 


—- RS a | 0) ue cos zt dt, (9) 
= i 
(1) ; Tv nr\ %Ÿ . 
Â a V (se) L 1/2 it \V—-1/2 
UN (2) 7 (+) e 2 | e”2tt" (t+—) dt, 
0 


(10) 


D ge (je ED astra ir (19 
0 


Conformément à la condition | arg s(z—s) | Lx, la valeur de 
arg (1 + it/2) dans (10) et (11) sera choisie la plus petite en module. 

Si l’on prend, dans (10) et (11), les constantes de normalisation 
réelles, avec par ailleurs a — —a?, alors pour des z et v réels les 
fonctions uY  (z)et uŸ” (z) seront conjuguées complexes. Introduisons 
une fonction qui prenne des valeurs réelles pour des z et des v réels: 


uy(2) = [us (2)+uf (2). (12) 


Montrons que cette fonction se confondra avec uf”? (z) si l’on pose 


a?) = — ain) = 20). (13) 


Pour la démonstration, il suffit d'appliquer le théorème de Cauchy 
à un contour C qui réunit C,, CC, et C, de la figure 7. Supposons 
que ce contour se ferme à l'infini. On a alors en vertu du théorème 


de Cauchy 
{ [s (2— 5)]" 7% e2is ds — 
C 
— — | [s(z— 517 V7 e2is ds + | [s (z2— 5] /#e2is ds + 
C: Co 
+ [s (z— 5)]"7 l/2e2is ds = 0 
Ci 
(l'intégrale prise suivant la partie à l’infini du contour s’annule). 
Cette relation nous conduit, compte tenu de l’égalité (13) et des 
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formules (6) à (8), à l'égalité 
{ 
UN (2) = = [uf” (2) +uS” (2)], (14) 


ce qu'il fallait démontrer. 

Avec un choix approprié de la constante de normalisation @a., 
la fonction uŸ” (z) est une fonction de Bessel de première espèce et se 
note J, (z). Les fonctions uÿ’ (z) et uf” (z) sont appelées, avec la 
normalisation (13), fonctions de Hankel de première et de deuxième 
espèce et se notent H% (z) et HŸ° (3). On a d'après (14): 


J, (0 = +14 () + HP (d]. (15) 


Les représentations intégrales (9) à (11) facilitent grandement 
l'étude des différentes propriétés des fonctions cylindriques. Par 
exemple, la représentation intégrale de J, (z) permet de développer 
très facilement cette fonction en série suivant les puissances de 2: 
de même, les représentations intégrales des fonctions de Hankel 
permettent de cerner le comportement asymptotique de ces fonctions 
pOur Z —+ co. 

Pour développer J, (z) en série de puissances, portons dans (9) 
le développement de cos zt en série suivant les puissances de zt et 
permutons la sommation et l'intégration. Il vient alors 
00 { 

a — 1)8 72k = 

Joe) ES | detre di, 
k=0 4 

Simplifions l’expression des coefficients de la série en mettant en 
service la parité de l’intégrande, la liaison des fonctions bêta et 
gamma et la formule de duplication de la fonction gamma (voir 
Appendice A): 


1 
|A) Per ge | (1 — 8)" Per gi = 


Om > 


Es _ 
_ (A— #7 t/2gR 1/2 De : Vo 2 eu 2 _ 


r (+) ren: 


TO 2RHIT(VEKTTD * 
On a donc 


— 1\ RQ (0 (7/2) +28 
Jo (= SV a r (v++) 2 HT (+k+ D 
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Pour donner une forme plus simple au développement de J, (2), 
choisissons la constante de normalisation a, de telle sorte que 


RES { 
On obtient alors 


s (— 1)k (2/23V+2R 
D Hrorkto 


Jo (17) 


En tirant l'expression de a, de la formule (16), récrivons les 
relations (9) à (11) sous la forme 


(z/2)° 


1 
Pare : [a—#"-Vcosztdt, (18) 


FE 


X 


H\® (2) = À : bu À (= 5 +) 


ji 


x fer (4t)T a, (19) 
0 
» = y À L exp { —: Ce mur me 


T (v + 1/2) 


CO 


"4 À de Ra (1—#)" Pa. (20) 
0 


X 


Les représentations intégrales obtenues pour les fonctions cylindri- 
ques sont appelées représentations de Poisson. 

A côté des représentations intégrales (19) et (20), on donne quel- 
quefois aussi aux fonctions de Hankel des représentations intégrales 
déduites de (19) et de (20) en changeant ft en t/z: 


X 


H® ()= ne {: Cr dus 


TZ ['(v+1/2) 


v—1/2 


" LÉ 
x | et (14) dt, (198) 
0 
v (= Hz F (v+17/2) 


x Leur (1 5)" Pat. (20e) 
n 


$ 14] PROPRIÊÉTES PRINCIPALES DES FONCTIONS CYLINDRIQUES 143 


$S 14. Propriétés principales des fonctions cylindriques 


1. Relations de récurrence et formules de dérivation. Pour les 
fonctions cylindriques, les relations de récurrence et les formules de 
dérivation se déduisent par la méthode exposée dans le $ 4, en utili- 
sant la représentation intégrale initiale de ces fonctions: 


(2) = uiz Ve | [s(z— s)]" 7/2 e2is ds. 


C 
A titre d'exemple, nous déduirons une relation de la forme 
À; (2) ux (2) + A3 (2) us (2) + A3 (2) uv (2) = 0 (1 


dans laquelle les coefficients À; (z) sont des fonctions rationnelles 
de z. On a 


À, (2) u (2) + A, (2) u, (2) + 43 (2) us_1 (2) — 


— e7zz-v-1 | P(s)[s(z—s)]" ‘e2ids, 
C 
où 


PiS)=AÀ 4; (—v—i2) s (2— 5) + (v——) zs |+ 
+ 4,425 (z2— 5) + A4,22av4. 


Pour que l'égalité (1) soit satisfaite, on doit choisir les coefficients 
À, (z), À, (z) et A3 (z) de telle sorte qu'il y ait 


P (s)Ls(a— 517 Verts = {Q (s) [5 (a — 5)" 7 e2is}, 


où Q (s) est un polynôme. On a vu au $ 4 que l’un des coefficients 
du polynôme © (s) peut être choisi arbitrairement. Dans notre cas 
le polynôme © (s) est de degré 0, si bien qu'on peut poser Q (s) — a. 
Substituant dans la dernière égalité les expressions de P (s) et de 
Q (s), nous aboutissons à l'égalité suivante: 


A, Î(—v — iz) s (2 — s) + (v — 1/2) zs] + 4,28 (z — s) + 
+ 4,7a, Ja, — 2is (2 — s) + (v — 1/2) (z — 25). 


En faisant intervenir les expressions des constantes de normalisation 
a, Correspondant aux fonctions J,(z) et HS? (z), on obtient 
ay-1/ay = (v — 1/2)/2. L'égalité définissant les coefficients À; reste 
vraie pour s quelconque. Il est donc légitime de chercher À; en po- 
sant s égal à certaines valeurs particulières. Posons par exemple 
s — 0:il vient À, — 2/z. Pour s — z, on a À, — —2/z. Pour obtenir 
le coeîficient À,, il suffit d'identifier les coefficients affectant le 
terme de plus haut degré de s, ce qui donne À, — —2v/z?. En dési- 
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gnant par u, (z) l'une des fonctions J, (z) ou HY'* (z), on obtient 
définitivement 


— Uy (2) + uv (3) = us (2). (2) 


La relation de récurrence liant les fonctions u, (z), u,-, (z) et 
Uy_» (z) pourrait être déduite par la même méthode. Or, il est plus 
facile de le faire en dérivant (2) et en éliminant de l'égalité obtenue 
les fonctions uy (z), uv (z), uy_1 (z) à l’aide de l’équation de Bessel 
et de la relation (2). On obtient ainsi 


ny (2) — CD nu, (2) use (2) = 0. (3) 


2 


Aux relations (2), (3) on peut substituer des relations équivalen- 
tes 


na Lau, (2)] = 2% u 1 (2), 


ei dz J [Vu (2)] = 2% Tu, (2); 


1 d 


TZ. —) [2 Vu, (2)]= 27 0+0u,4, (2). 


(4) 


2. Prolongement analytique et représentations asymptotiques. 
Nous avons introduit les fonctions J, (z), HŸ° (z) et AY” (z) pour 
des z réels, z > 0, et Re v >= 3/2. 

Supposons maintenant que la variable complexe z appartienne à 
un plan muni d’une coupure (—c, O0), i.e. que | arg z | x. Cette 
restriction est nécessaire pour que la fonction zY reste univoque 
dans les cas où v est non entier. En faisant intervenir les représenta- 
tions intégrales (18) à (20) du $ 13, on peut effectuer le prolongement 
analytique des fonctions J, (z) et Hf°'? (z) sur un domaine de varia- 
tion de z et de v plus étendu. 

L'intégrale de J, (z) converge uniformément en z et en v quand 
Re v > —1/2 + 6, |z | < R (où 6, R sont des entiers quelconques) 
en vertu de l'évaluation 


| ee Le. cos zé | Lei (1 — 12) A 
1 
et de la convergence de l'intégrale | (1 — &2)$-1 di. Aussi, en 


1 
vertu du théorème 2 du $ 3, J, (z) sera-t-elle une fonction analytique 
de chacune des variables z, v pour [argz|<n, Re v >> —1/2. 
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Les intégrales pour H£°° (2), 


tv 1/2 it \V—1/2 
| et (1 + ) dt, 
sont des intégrales de Laplace 
Ftÿ= | ef (t) dt 
0 


pour lesquelles f (4) — #v-1/2 (1 H it/2)Y-1/2, Le prolongement ana- 
lytique et la représentation asymptotique pour les intégrales de 
Laplace du type 


F(z, p, g)= \ e-z{P (1 + at)? dt 


sont étudiés en détail dans l’exemple page 299. Puisqu’on a dans ce 
casp =q=—="v— 1/2et a — — i/2, les fonctions de Hankel HV °°? (2) 
seront, d’après les résultats obtenus dans l'exemple indiqué, des 
fonctions analytiques de chacune des variables pour | arg z | x, 
z-Æ0, Rev>—1/2 Pour z — oc, Rev —1/2 et |argz|< 


nr — €, ces fonctions admettent la représentation asymptotique 
suivante : 


xt? (2) = L2 #(- Ds C, (+=) +0(+ r) |. (5) 


k=—0 
Ici 


co. __Ttv+12+8) 
R DRKIT(VL1/2—k)? 


le signe supérieur se rapporte à la fonction A" (z) et le signe infé- 
rieur à HŸ” (z). A l’aide de la relation fonctionnelle T'(2+ 1) — 


— ZT (z), on arrive à simplifier l'expression de CZ. On a 


r(v+s+r)= (vs) (v+s) (rer (+), 


Donc 


CO = T Dee Co=1. 


10—0592 
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À l’aide de la relation 


Ja (e)= + LAS) (2) + HP (0) 


on déduit la représentation asymptotique de la fonction J, (2): 


___ n-i 
J'y OV a {D sf (r —k+ — +) |+ 
k=— 


+0 (<- e 7 —)}. (6) 


Nous venons de considérer le prolongement analytique des 
fonctions cylindriques sur le domaine de z 0, | arg z | << x et 
Re v > —1/2. La restriction Re v => —1/2 n’est pas essentielle, car 
pour Re v << —1/2 on peut obtenir le prolongement analytique des 
fonctions cylindriques à l’aide de la relation de récurrence (3) en 
diminuant successivement d'une unité la valeur de v. En vertu dela 
formule de dérivation (2), les dérivées des fonctions cylindriques 
J, (z) et HF? (z) seront analytiques par rapport à la variable z 
et au paramètre v dans le même domaine que les fonctions cylindri- 
ques elles-mêmes. En vertu du principe du prolongement analytique, 
les fonctions cylindriques considérées devront vérifier l'équation de 
Bessel dans le même domaine. 


3. Relations fonctionnelles. L’équation de Bessel ne change pas 
lorsqu'on change v en —wv. Elle admet donc comme solutions non 
seulement AY” (z) et MH (z) mais aussi HT (z) et H°%, (z). Pour 
établir la relation entre les fonctions H{°° (z) et HA (z), suppo- 
sons provisoirement que | Rev|<< 1/2. Alors les fonctions de 
Hankel H{}° (z) admettront les représentations asymptotiques (5). 
Ces dernières montrent que les fonctions H$°* (z) présentent un 
comportement asymptotique différent pour z — © et sont à ce titre 
des solutions linéairement indépendantes de l’équation de Bessel. 
On a donc 

D (2) = AH (2) + BH? (2), (7) 


où À, et B, sont des constantes. En confrontant le comportement 
asymptotique du premier et du second membre de (7) pour z — co, 
on obtient À, — ef", B, — 0, ï.e 


HN (z) = e WE (2). (8) 
On déduit par un procédé analogue la relation 
HN (2) = e VHS (2). (9) 
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À l’aide des formules (8) et (9), on s'assure aisément que les repré- 
sentations asymptotiques (5) et, partant, (6) restent valables pour v 
quelconque. 

Cherchons la relation entre les fonctions AH? (z), H%? (z) et les 
fonctions J, (2), J_, (z). Puisque 


JT, (2) = LES (2) + A (21 


1 1) C2) 39) 
Jn(2)=- TA () + “y (z)], 
on a en vertu de (8) et de (9) 
à Ft Ve 
HŸ G)= se a ; ui 
| } 
env, (2) — J'_, (2) 
HOUR 


4. Développements en séries de puissances. Nous avons obtenu 
plus haut un développement en série de la fonction J, (z) suivant 
les puissances de z pour des z réels, z > 0, et Re v >= 3/2: 


= Z v+2R 
J ()= Y CHEN (12) 
; .. kIT(v+k+1) 


Pour montrer que ce développement reste valable pour toutes les 
valeurs de v et de z, nous allons étudier le domaine d analyticité de 
la série (12) à l’aide du théorème de Weierstrass *). 


THÉORÈME 1. Supposons que les fonctions f, (z) soient analytiques 
dans un domaine D et que la série 2 fn (z) soit unif rmément conver- 


gente, dans toute partie fermée D, € D, vers une fonction f (z). On a 
alors dans D: 


49 Za fonction f (z) est analytique; 


2 0 (9 = À HP (2: 
k=0 
9° la série Ÿ ff (z) converge uniformé nent dans toute partie 
ne 
Remarque. La série fonctionnelle > fx (z) est uniformément 


convergente dans D s’il existe un m tel que pour tout z € D et pour 


*) Le lecteur trouvera la démonstration de ce théorème dans [13] et [9]. 
10% 
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k> m on a: 
É = 
fR-1 
dans cette inégalité q est Rep dezetona|fn (2) |<C pour 
z ED (C = const). Ce critère de convergence uniforme d’une série 
est appelé critère de d’Alembert. 


Montrons que la série (12) converge uniformément en z et en v 
dans le domaine 0<Ô<|z2|<R, |v|I<N, où R et N sont 
des nombres arbitraires fixes suffisamment élevés. Pour la démonstra- 
tion, il suffit d'appliquer l'évaluation suivante du rapport de deux. 
termes voisins de la série: 

R°? 


[z]° 
— &K|k +] au <T 


Up (2) 
Uk] (2) 


pour À > max (R?, N + 1). Puisque les termes de la série sont des 
fonctions analytiques des variables z et v dans le domaine 6 
<L|z|I<LR, jargz|<x, |v|< AN, la série (12) sera une fonc- 
tion analytique des variables z et v pour des valeurs quelconques 
de vet |argz | 7. 

Ainsi donc, chacun des deux membres de l'égalité (12) est une 
fonction analytique de chacune des variables z et v pour des valeurs 
quelconques de vw et | arg z | < n. En vertu du principe du prolonge- 
ment analytique, la relation (12) reste valable dans tout le domaine 
indiqué de variation des variables z et v 

Si v = 0, 1, 2, ..., les fonctions J, (z) et J _, (z) sont linéaire- 
ment indépendantes, car elles présentent pour z — 0 un comporte- 
ment différent : 


— _&12)" (z/2)7° 
OR RG O8 TT 
IT en découle que pour v=£n (n—0,1,2,...)l’équation de Bessel 
admet une solution générale sous la forme 


u (2) = Cid y (2) + Cof ny (2). 


A l’aide de la série (12) et des formules (11), on obtient des dé- 
veloppements en séries des fonctions A,” (z) suivant les puissances 
de z. Aucune difficulté ne surgit pour v =£ n. Concentrons-nous donc 
sur le cas de v = n. 

Les valeurs de v — n dans les seconds membres des relations (11) 
sont des points singuliers inessentiels, car les premiers membres 
sont des fonctions analytiques du paramètre v et admettent à ce 
titre une limite pour v—n. Le dénominateur dans (11) s’annule 
pour v—n; pour que (11) admette une limite finie, il faut donc 
que le numérateur s’annule lui aussi pour v — n, i.e. 


JL (z) = (—1 7, (2), 
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, où il ressort que pour v — n les solutions de l'équation de Bessel 

(z) et J'_, (z) seront linéairement dépendantes. En passant à la 
nste pour v —n et en calculant les limites par la règle de L’Hospi- 
tal, on obtient 


HE (2) = Jo (2) + + [an (2) +(— 1) a (2)], (13) 


où a, (z) — 0J, (z)/0v (le signe positif correspond à HP (z)). 

Puisque, dans le domaine considéré plus haut, la fonction J, (2) 
se développe en une série uniformément convergente composée de 
fonctions analytiques de la variable v, on peut calculer a, (z) d’après 
le théorème de Weïierstrass en dérivant terme à terme le développe- 
ment de J, (2). Il vient 


ss (2,23) +2À | 
HN CA EE (z) 1 à ren PA +v+ 1), 


où w(z) est la dérivée RTE de Ia fonction gamma 
(voir Appendice A). Puisque 


(voir formule (27) de l’Appendice A), on a 
(—1)'a., =D (2) In + — 


{> CNET (— AY —k—1)t+ 


LRQ DE (2/2) TER (En + 1) 
| ET TG n +) 


+ -5 (n — SE pe 


D (1) (7/28 
— À k!(n+k)l PE). 


Aussi 
Hn'°? (2) — 


=J,()+ +427, (2) me S (@—k— 1)? ( z ne 


k! Pr 
k=0 
(— 12 (2/2)748R 
D or lb) pH). (14 
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Pour n — 0, on admet que la première somme s’annule. Les valeurs 
de w (x) pour x entier se calculent d’après la formule (16) de l’Appen- 
dice A. 


Les formules (11) et (14) montrent que les fonctions H$ °° (7) 
admettent pour z — Ô une singularité du type puissance z+Ÿ si 
Re v = 0 et une singularité logarithmique si v = 0. 


$S 15. Représentation intégrale de Sommerfeld 


1. Représentation intégrale de Sommerfeld des fonctions cy- 
lindriques. En étudiant les propriétés des solutions de l’équation. 


de Bessel pour les fonctions J, (z) et Hf°°? (2), on s’est servi utile- 
ment des représentations intégrales de Poisson. 

Les fonctions cylindriques admettent également une autre repré- 
sentation intégrale, qui s’avère fort utile dans les problèmes liés à 
la diffraction. Pour établir cette représentation, nous nous baserons 
sur les considérations suivantes. On a vu au $ 11 que la fonction 


T 
1 | 
Un (2) = 5 | v(r, @)eT dp 
sn 


est pour z — | Àr une fonction cylindrique d'ordre n si la fonction v 
vérifie l'équation Av + ÀAv — 0. La solution élémentaire de l’équa- 
tion Av + Àv — 0 pour À = k? > 0 est une onde plane v — eïkr, 
où k est le vecteur onde. Si l’axe des y est parallèle à k, on a 


L (r, @) — gikrsin 


On aboutit à la représentation intégrale suivante de la fonction 
cylindrique uw, (2): 


ELA 
Un (z) = + | eiz sin @—inçyp do. (1) 
FT 


Des représentations intégrales analogues peuvent être déduites 
pour des fonctions cylindriques d'ordre v arbitraire. A cet effet, il 
est naturel de chercher la solution de l’équation de Bessel pour v 
quelconque sous forme d’une intégrale de contour: 


Uy (z) — | eis sin P—ivy dœp. 
C 


Montrons que la fonction uw, (z) vérifie toujours l'équation de 
Bessel, à condition de choisir convenablement le contour C. Pour 
cela, de même que pour la représentation (1), nous partirons du fait 
que la fonction vw (r, @) — ei*"sin® ect solution de l'équation 
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d'Helmholtz 
4 à Ô 4 9? 


or \T6r r? 0? 
On s’assure sans peine que l'égalité (2) reste vraie pour toute valeur 
complexe donnée à r et à o. 
Etablissons l’équation pour la fonction v, (r) = | v (r, @) ed 
C 
à l’aide de l’équation (2), en intégrant les deux membres de cette 
dernière le long du contour € avec le poids e-i*® et en simplifiant 


le terme en d?v/8p? au moyen d’une double intégration par parties. 
En demandant que s’annule l'expression qui y apparaît 


Ô R P à 
eve (+ évu ] Pa er sin 0198 (hr cos p + v) [ét 
2 


(p, et p., sont les extrémités du contour C}, on aboutit à l'équation 
de Bessel pour u, (z) = v, (r) avec z = kr. 
Ainsi donc, on vient de montrer que la fonction 


U, (z) — | eizsinp—ivp dp (3) 
C 


est bien solution de l’équation de Bessel, à condition qu'il y ait 
etzsin ®—iv® (z cos + v) Éa — (. (4) 


Puisque cos = + (ei? + e-i®), la condition (4) sera évidem- 
ment remplie chaque fois que l’on aura pour v quelconque 
eiz Sin Pop D = 0; (5) 
Les représentations du type (3) sont dites représentations de Som- 
merjfeld. 


2. Représentations intégrales de Sommerfeld pour les fonctions 
de Hankel et les fonctions de Bessel de première espèce. Dans la repré- 
sentation intégrale de uw, (z), on peut prendre comme C par exemple 
un contour ayant ses extrémités à l'infini, tel que 


Re (iz sin q — iv) — 
{ A / à : 
— Re | + | z | ef0 (ei? —e-ie) jo | a (6) 
Ici 0 = arg z. 
Considérons le contour C représenté sur la figure 8 (p = %+à). 


Cherchons les restrictions qu’on doit imposer à &« et 8 pour que les 
conditions aux extrémités du contour soient remplies. 
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Soient % = @, W—> +oo. Dans ce cas æ et e° dans (6) sont 
négligeables devant e-ie. La condition (6) s’écrit alors 


Re eï(@-®) ___> + co. 


++ 00 
Elle est remplie si cos (8 — &) = 0. On peut admettre que 
8 — n/2 <a << 6 + x/2. (7) 


Soient maintenant % — $, Y — —oo. Dans ce cas tout se ramène 
à l'inégalité (0 + 8) 0 qui sera satisfaite si l’on pose B = —a + 71. 
Les contours correspondants seront désignés par C4 et C…. 


Fig. 8 


Remarquons que le choix des contours comporte un certain 
degré d’arbitraire. Soit un contour C” défini par la donnée de deux 
quantités &’ et B” telles que 


cos (0 — x’) > 0, cos (8 + B') < 0. 


À l’aide du théorème de Cauchy, on montre sans difficulté que le 
contour C” peut être remplacé par tout autre contour, C”, défini 
par la donnée de deux nombres &”, 6”, à condition que pour tout 
a Ella’, ax’] et tout B EIB", B"T il y ait cos (0— &) > 0 et 
cos (8 + B) 0. On comprend alors que, dans la représentation de 
Sommerfeld, il est possible de prendre au lieu de C un contour tel 
que son décalage d’une valeur inférieure à x laisse inchangée la 
valeur de l'intégrale de Sommerfeld. 

Puisque la fonction u, (z) vérifie l'équation de Bessel, elle peut 
s'écrire comme suit : 


Un (2)= CH," (2 EDS (0): (8) 


Cherchons les coefficients C, et D, en utilisant le comportement 
asymptotique déjà connu des fonctions A9? (z). Plaçons-nous 
d’abord dans le cas où l’on adopte comme C le contour C+. Soient 
[z|[—+ oo et argz— 51/2. On peut alors choisir &« — $ — 51/2; 
autrement dit, on peut, dans l’expression de uw, (z), poser œ — 
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= 7/2 + ÿb, où —o LP << oo. Cela nous donne 


Vy (z) = ie” 1v/2 | er VAOMMEND b = 21e ave | el1ch% ch vi dy. 
Le 0 


Afin de cerner le comportement asymptotique de la fonction 
U, (z) pour Zz — co, on peut faire intervenir le lemme de Watson 
(voir Appendice B) après avoir fait le changement ch 9 = À — t. 
On a, en effet: 


u, (2) = 2iexp — su — ]2| | [e-ui (t) dt 
0 


FO = où [vin({+i+y5(2+59)]. 


Heu 
= [1+0(t)] pour £—0, il vient pour z — 


Puisque fj (t) — 


en vertu du lemme de Watson 


u (z) = 2i exp (—i aol Dr |1+0 — —) = 


=iy - I exp(—i—1:1)[1+0(—)]. 


En identifiant les termes Fra de la représentation asympto- 
tique du premier et du second membre de (8) (cf. (5), $ 14), on ob- 


tient D, = 0, C, — —n. Ainsi donc, 
HE (z) — —— | eiz sin p—ivp dy. (9) 
C+ 


Par un procédé analogue, on obtient pour le contour C- 


H® (z) —— L | eiz Sin pæivp do. (10) 


C_ 


J,()= + IH ()+HP (= (ersmo-ivode, (11) 
Ca 


où le contour C, est tel qu'on le voit sur la figure 9. Pour v = n, 
en vertu de la périodicité de la fonction à intégrer, l'intégration 
suivant le contour C, se réduit à l’intégration sur l'intervalle 
]J—a — x, —ax + ni. On sait que l’intégrale d’une fonction périodi- 
que prise suivant un segment de longueur égale à sa période est 


154 FONCTIONS CYLINDRIQUES [CH. III 


indépendante de la position du segment. Pour cette raison 
{ I 
ds (2) — | ei: Sin p—inp “Ps (11a) 
=T 


i.e. la fonction J, (z) figure comme coefficient dans le développe- 


A-T -Æ+T 


Fig. 9 


ment de la fonction ei: Sin ® en série de Fourier suivant les fonctions 
eïn®,. Il vient donc 


eizsin q — > J, (z)eir®. (12) 
N=—= — 00 
En vertu du principe du prolongement analytique, on montre 
que la relation (12) reste vraie pour toute valeur complexe de . 
La représentation intégrale ({1a) peut être simplifiée en utilisant 
la formule 


eizsinp-in® — Cos (z sin @—nœp)+ sin (z sin p—np) 


et la parité des fonctions cos (z sin @ — nœ), sin (z sin ® — n) par 
rapport à la variable ®. On obtient alors une représentation de la 
fonction J, (z) qui s’appelle représentation intégrale de Sonine-Bessel : 


T 


JT, @=+ | cos (z sin @ — 1) do. 
0 


$ 16. Classes spéciales de fonctions cylindriques 


1. Fonctions de Bessel de deuxième espèce. On rencontre souvent 
dans la pratique des solutions de l'équation de Bessel qui correspon- 
dent à des valeurs réelles de v et à des valeurs positives de z. En 
pareils cas les fonctions de Hankel ne sont pas toujours faciles à 
manipuler, car elles prennent des valeurs complexes. Dans le cas 


considéré on a HS (z) — HY\” (z) (la barre indiquant la conjuguée 
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complexe) et 
J, (2) = [AP () + AH (a)1= Re HP (2). 


Il est donc naturel d'adopter comme seconde solution réelle linéaire- 
ment indépendante de l’équation de Bessel la fonction Im AH (2), 
i.e. la fonction 


V,G) = LH (2) — HP (1. (1) 


La fonction Ÿ, (z) est appelée fonction de Bessel de deuxième espèce *). 
La fonction Ÿ, (z) définie par (1) a un sens pour toute valeur 
complexe de vw et de z. Elle reste fonction analytique de v dans tout 
le plan complexe, y compris pour v = n (n — 0, +1, +2, ...), 
et fonction analytique de z pour zZÆ 0, |[argz|< nr. 
Citons quelques propriétés principales de la fonction Ÿ, (2) 
qui résultent des propriétés correspondantes des fonctions de Hankel. 
a) Expression de Y , (z) en fonction de J, (z) et de J_, (2): 


os avJ,(z)—J_, (2) 
V, (9 = ES Ge @ (v=£n). 


b) Développement en série de Y,(z) pour v=n: 


n— 1 
PS in DEEP, 
k=0 
z \n+ek 
= (mn (+ 
SE RE vero) 


€) Comportement asymptotique de Y , (z) pour 3 — wo: 


PA TV Tl elTmz} 
= Efsin(s—% 4) +0( 21) 
d) Relations de récurrence et formules de dérivation : 
2 
Yon (2) + Vues =, (z); 
Yo (2) — You (2) = 2Y4 (2). 


On voit sur les figures 10 et 11 les courbes représentatives des 
fonctions de Bessel J, (x) et Y, (x) pour certaines valeurs entières 
de v et pour x > 0. 

2. Fonctions de Bessel d’ordre demi-entier. Polynômes de Bessel. 
Parmi les fonctions cylindriques, on distingue une classe spéciale 


*) Elle est parfois appelée aussi fonction de Weber ou fonction de Neumann 
et notée NW, (z). Remarquons que les fonctions de Hankel sont appelées aussi 
fonctions de Bessel de troisième espèce. 
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RTE 
LOC 
CBC 
8 NRC ECC EEE EEE EEE EEE 
R'OVERSRSSRERSSRRNSNENSENE 
ALIAS 
SER'AN znS 
HARRARTE 
RAUAYATS RUE aura 
BEEN EAN OR 
EU PANVIVPRS TASTE 


ne D 


CRE 
CEE ERERCRELELTELEETEE 
CE CARENCICERSER EE 
EE CNE ENCOZE KE KT 
Fi BTE CANCER A RN 
CHELOREERERE OR 
EXT RIRE 
CRETE 
HAN ADABBSS) = SRSSRSREREER 
DEEE EEE 
Fi EEE 


EREATRERRERESEE RENE 
LÉS'IRRSERSESERN 


2 AS LE 2 ES 
FF RER SRENSERRE 
SSSR Lo Se 


1,5 
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de fonctions d'indice égal à la moitié d’un nombre impair *). L’inté- 
rêt de ces fonctions réside dans le fait qu’elles se laissent exprimer 
à l’aide de fonctions élémentaires. Pour le montrer, cherchons d’abord 
les expressions pour les fonctions 115»? (z); à cet effet, nous utili- 
serons les formules (19a) et (20a) du ‘8 13 : 


H\}; > >= y À etit-n/2), 
J'172 (Z) = V/ sin, Y 172 (2) — RS PAR COS Z. 


On a ensuite, d’après les relations fonctionnelles (8) et (9) 
du $ 14, 


1) 2. 
H® 1 2 (z) = ei/? H} (2) = V” es eiz, 


H®) 2 (2) = e i2H (z) = Let, 
D'où 
AS on : 
J_1,2 (z)= Z, Ÿ _uyo = —sinz. 
En posant dans les formules (4) du $ 14 v— —1/2, on obtient 
, 2 2 LG Nr 
HE} (2) — EE (———) és (2) 
Es 1 d \" 
This (2)= rs —) COS 2, (3) 
2. 4 d \? . 
Yn-1,2 (2) = PAS z" ( —+——) Sin Z. (4) 


Liouville a montré que le cas d'indice demi-entier est bien le seul 
cas où les fonctions cylindriques se réduisent à des fonctions élé- 
mentaires. 

Il ressort par récurrence de (2) que 


HÉ 12 (2) = + 7 Pn (— — | , 


où Pn (s) est un polynôme de degré n par rapport à la variable s. 
Du comportement asymptotique de HL 1,2 (z) pour z — o on déduit 
Sans peine que p, (0) — (—i)}**!, Montrons que p, (s) est un poly- 
nôme du type hypergéométrique et qu'il se laisse exprimer à l’aide 


*) On rencontre par exemple des fonctions de ce type en résolvant l’équa- 
tion d'Helmholtz par séparation des variables en coordonnées sphériques. 
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des polynômes de Bessel (voir $ 5, n° 1): 


n 
Un (2) = 27Te?/7 _ (ze 2/2), 


En effet, on peut déduire de l’équation différentielle pour la fonction 
de Hankel H%}1,2 (z) une équation différentielle pour les polyné- 
mes p, (Ss): 
spa (s)+2(s+ 1) pa(s)—n(n+1) p,(s)=0. 
Puisque c’est une équation du type hypergéométrique, le polynôme 
Pn (s) est un polynôme du type hypergéométique. Ecrivons l’expres- 
sion de p, (s) à l’aide de la formule de Rodrigues: 
Re ee. 
Pn (9) = Bnels À (se-210), 
On voit que le polynôme p, (s) se confond à un facteur de normalisa- 
tion près avec le polynôme de Bessel y, (s). Puisque p, (0) = i*+t, 
Un (0) = À, on obtient finalement la relation entre les fonctions de 
Hankel H51,,7, (z) et les polynômes de Bessel: 


(1) | 2. 1 
Hnyi2 (2) =(— D = Cle (=) 
De même 
(2) CRE 1 
HurQ=M eue ( 5). 


3. Fonctions de Bessel d’argument imaginaire. Nous avons discuté 
l'équation de Bessel 
zu" + zu + (2 — vu = 0 


pour des valeurs complexes de z. Le cas le plus important du point 
de vue des applications pratiques est celui où les z sont positifs. Or, 


* 


dans certains cas, on s'attache à étudier l'équation 

zu" + zu — (2 + v? ju = 0 (5) 
pour z >> 0; elle se déduit de l’équation de Bessel en remplaçant z 
par iz. Les classes spéciales des solutions de l’équation (5) s'appellent 
donc fonctions de Bessel d'argument imaginaire où fonctions de Bessel 
modifiées. 

Il est évident que l'équation (5) admet comme solutions linéaire- 
ment indépendantes les fonctions J, (iz) et H%° (iz). La première 
de ces solutions est bornée pour z —- 0 si v > 0, et la seconde, pour 
Z — oo. 

Au lieu de J,(iz) et de H% (iz), on utilise généralement les 
fonctions 


I, (2) = ei, (i2), (6) 
K, (2) =+— ein (v+2)/2 HD (52). (7) 


Ces fonctions prennent des valeurs réelles pour z2=>0 et des v 


S 19 | LULADOES DPFEULUILIALES UE FUNUCULIUNS LC X LIN DKIUURS T9oÿY 
réels, ce qui découle des relations 


EL RME, 
vG)= > kIT(&+v+ 1)? 


K, 4 Fr v (2) 
Sin TV 
Ces relations se déduisent du développement en série de puissances 
de la fonction J, (2) et de la relation fonctionnelle qui lie la fonction 
HY” (iz) aux fonctions J, (2) et J _, (z). La fonction Æ, (z) est appe- 
lée fonction de Macdonald. 

Indiquons quelques principales propriétés des fonctions Z, (2) 
et À, (z) qui découlent de leur lien avec les fonctions J, (iz) et 
H}” (iz). 

1) Représentations intégrales de Poisson. Des représentations in- 
tégrales (18) et (19) du $ 13 il ressort que 


| 1 
1, (9 =) ({ pyirchztdt, 
G) V ar (+1/2) \ PE 


( et v-1/2 Li Î 7 
\e L (1+ D dt 
0 


K,(z)= A € F{v+ 1/2) 


2) Développements en séries: 


Core 
1, (x) = 3 HIT E+v+ 0) ? 


K,()=+ dette) (vÆn), 


Sin HV (8) 
Ka (2) =(— 1) I, () In ++ 


n—1 
1 (— 1) (n—k—1)l f 3 \2k-n 
Fe 2 mn (+) 


(ST 


TNS or LOG +1) + + 1) 


(pour z = 0 on suppose que la première somme s’annule). 
Le développement de Z, (z) permet de voir que pour z > 0 et 
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v > Ù la fonction Z, (z) est positive et croît de façon monotone avec 
la croissance de z (voir fig. 12). 
3) Lien entre K, (z) et K-_, (z), entre I, (z) et 1, (2): 


1200) (9) 
K_y (2) = K, (2). 
4) Comportement asymptotique pour Zz — + : 


Lee TEli+0(0)]. 


. ; 
K, (D= y +e 1+0(—)|. 
5) Relations de récurrence et formules de dérivation: 


Toni) + lon (2) = 22 (2) 


2 7 / 
Ky= (2) — Ky4s (2) nn UE — K» (2) y K »_1 (2) si K v+1 (2) _— —2K% (z); 
en particulier 
@O=L(G),  Aj(@ = —k (0). 


Los (2) — lon (2) = 


NÉE RRESRRSENERSRRNRMME:EFIE 
RSR EMENRrASIR 
ÉNRSENSTARTENSSERSRREENRNS SFA 
SMS ENRRRREMAEENEESE TINER 
SCENE dE 


/ 
NS ERERNERENSSaR pr 
RENE EN SN RNEN ATENRNRE 
TRNRER ENTER RR TAN SeNeRT 
RE VAB'4ABBREN A 


a en AR IE NE CIIILAAMAIIII IV 
LES 
0 T 2 Êê 
Fig. 12 


6) Expression des fonctions T, (z) et K, (2) d'ordre demi-entier 
à l'aide de fonctions élémentaires: 


2 ,f1 d\r 
Th -192 (&) = —— 2 (=) Che (me=0. ts ::.) 


TZ Zz dz 


$ 16] CLASSES SPÉCIALES DE FONCTIONS CYLINDRIQUES 461 


d \n _, 
Kia =V +2 (++) e* (n=0, 1, ...). 
7) Représentation intégrale de Sommerfeld de K, (2) pour z > 0: 


O0 CO 


K,()=+ [ e-sen vtt dp= | e-2 ch Ÿ ch vb di. (10) 


— co 0 


Pour déduire (10), nous avons posé dans la formule (9) du $ 15 &« — 
— 7/2, @ = x/2 + it, où — © << 1 << 0. De la représentation (10) 


O6 


SRE SN ARRETE ERREN 
FRS ERRSES RS EeRsERSEsR 
EL 
RARES RRENSSREBES 
ERREURS RRTESREREER 
IRIS SE RNENRERSESeREX 
FRS RAS NRA EENE 
ne SN EN EN RE Er ES PSE nee 
HÉNRENNETTENRERS RSR EERE 
ER EEE EE 
SN D OS IE 
HE ERRROEREEE 
RER 


CRC 
0 1 2 3 4 5 à 


Fig. 13 


on voit que pour z >> 0 et des v réels la fonction de Macdonald XÆ, (2) 
est positive et décroît de façon monotone avec la croissance de z 
(voir fig. 13). 


En faisant dans (10) le changement : e"Ÿ — t pour z > 0, on 


obtient une variante de la représentation intégrale de Sommerfeld 
de À, (z) fort intéressante pour les applications: 


K, (a) =+ (+) [ere dt. (11) 


Remarque. 11 découle des propriétés des fonctions 7, (z) et K, (2) 


que l'équation (5) admet comme intégrale générale, pour v > 0, 
z > 0, la fonction 


u (2) = AI, (2) + BK, (a): 


on a par ailleurs B — 0 si la fonction uw (z) est bornée pour z — 0 
et À = 0 si elle est bornée pour z — + co. 


11—0592 
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Nous avons étudié les classes spéciales les plus usitées des fonc- 
tions cylindriques. Pour certains problèmes intéressants, il est bon 
d'introduire quelques autres classes spéciales de fonctions cylindri- 
ques, notamment les parties réelles et imaginaires des fonctions 
cylindriques w, (z) pour Im v — 0, arg z — +x/4, +3x/4, la fonc- 
tion d'Airy 


AU Ki (+ 21%2) pour z<0, 


+ Valliun(s er) +1, (+2%)] pour 20. 


La fonction Ai (z) est solution de l'équation 


u” cb ur 0; 


4. Application des fonctions de Bessel modifiées aux problèmes de sondage 
laser. Les fonctions de Bessel sont largement utilisées dans les problèmes les 
plus divers de la science et de la technique. À titre d'exemple, nous allons 
examiner l’utilisation des fonctions de Bessel modifiées Z,, (z) dans le problème 
de sondage laser de l’atmosphère ; le principe du problème consiste à interpréter 
l'information sur l'absorption de l'impulsion Are dans une raie spectrale 
attribuée au corps chimique que l’on étudie. 

L’absorption de la lumière dans les raies du spectre fournit souvent des 
renseignements précieux sur les propriétés physiques de la matière. C'est ainsi 
que les déplacements des raies (effet Doppler) renseignent sur la vitesse du 
mouvement dirigé de la matière, et la largeur des raies, sur la température 
et la densité de celle-ci. 

À l'heure actuelle, on utilise largement le rayonnement laser pour déter- 
miner la teneur de l’atmosphère en différents corps chimiques et aérosols, et 
plus particulièrement pour détecter des concentrations insignifiantes d'impure- 
tés gazeuses distribuées dans l’atmosphère. La méthode la plus efficace est pro- 
bablement celle de l’absorption comparée, qui implique l’utilisation de radars 
laser, dits lidars. Elle consiste à envoyer dans l'atmosphère des impulsions 
laser à deux fréquences voisines v, et v,, dont l’une, v,, se confond presque avec 
le centre de la raie d'absorption v, du corps étudié, et l’autre, v,, se situe hors 
de cette raie. Le décalage de fréquences est choisi de la sorte qu'aucune raie d’ab- 
sorption ne vienne se placer entre v, et v,. Renvoyée par un réflecteur approprié, 
l'impulsion laser est captée par un récepteur. 

On montre que le rapport des intensités des signaux captés par le récepteur 
aux fréquences v, et v, est défini par l'absorption du rayonnement laser dans le 
corps étudié à la fréquence v,, car on peut admettre avec une bonne précision que 
les sections de tous les autres processus d'interaction du rayonnement avec la 
RTL A pour les fréquences voisines v, et v, sont sensiblement égales. Soient en 
eftet 

ki (v) le contour de la raie d’émission, i. e. l’intensité spectrale de l'im- 

e laser ; | 
k, (v) le contour de la raie d'absorption du corps étudié, i. e. le coefficient 
spectral d'absorption de la lumière dans la raie de fréquence v — v, 
rapporté à l'unité de masse; 
k (v) le coefficient spectral d'absorption pour les autres processus d’inte- 
raction du rayonnement avec la matière. 
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La puissance du rayonnement laser capté, dans l'hypothèse d'homogénéité 
de l'atmosphère, s’exprimera alors par 


| k (v)e-[haka(V)+RV)IM, 


où u, est la concentration en % (de masse) de la composante considérée dans 
l'atmosphère ; m, la masse de matière absorbante traversée par l'impulsion laser, 
m— LSps (L étant le chemin parcouru par l'impulsion entre l’émetteur et le 
récepteur, $, l’aire de surface de l’antenne réceptrice et p,, la densité de l’at- 
mosphère). 

Pour le sondage de l’atmosphère par télédétection, on utilise des signaux 
à bande étroite, pour lesquels la fonction k, (v) ne cesse d’être pratiquement 
nulle que dans une plage de fréquences restreinte v Æ v,. Lorsque v, = v, et 
v, = V), la variation de la fonction # (v) peut être négligée dans les plages de 
fréquences correspondantes: on admet donc dans les deux cas que k (v) — const. 
En outre, quand v; = V,, on peut admettre que 4, (v) — 0 dans le domaine 
essentiel pour l'intégration, en vertu du choix de la fréquence v,. Le rapport 
des intensités des signaux aux fréquences v, et v, se définira donc par l’expres- 
sion suivante: 


00 
\ kiD (ve” Maka(v)my,, 


2 _—_—_____—_— (42) 


Dans un grand nombre de cas RES importants, le contour réel de la 
raie d'absorption est proche de celui de l’absorption de Lorentz pour lequel 
on a 


Jo Ya 
DUREE TE 2 


(J, est l’intensité de la raie et y, la demi-largeur). 


Une expression analogue définit généralement le contour de la raie d’émis- 
sion k(v), i.e. 


(P, est la puissance de l’impulsion émise; i = 1, 2). 
On a dans ce cas 


+ | Y exp | — he Va lav 
T na ; T Ya (v— Va) 


1 CV 
w | PE Cv) 


Puisqu'on à généralement y< v;, il est possible de faire l'intégration sur l’in- 
tervalle ]— co, + of au lieu de ]0, cf, sans que la valeur de T s’en trouve 


11% 
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grandement changée. En posant 


t—2 arc tg —_—" 
on obtient 
T=T(:, a 8) — 

IT 
à 
in À 1Far(+69 [Tai 6)jcost+2r6sme ? (18) 

—T 

où 
ot PACE = Va Vi 
= 2 Ya ? Ÿ ? Va 


Dans cette expression toutes les quantités définissant T se prêtent aisément au 
calcul, à l’exception de u,. Donc, si l’on dispose des valeurs expérimentales de 
T, la valeur de u, peut être obtenue par exemple à l’aide de la courbe de 7 — 
— T (u,) construite à l’avance à l’aide de la formule (13). 

Pour calculer l’intégrale (13), développons la fonction e-zCost en série de 
Fourier. Les coefficients du développement s’obtiennent en changeant dans la 
relation (12) du $ 15 z en iz et @ en x/2 — t: 


e72zCoSt > (—1)%In (her int, 


N= — 00 


Puisque Z-n(z)=1n(z), on a 


é OT DE > (—1)77h (2) cos nt. 


n=i 


Il vient donc 


T(z a, ô)=e-z[l;(z) Soa, +2 >) (—1)In (2) Sn (a, 6)], 
n—=1 


Cos nt dt 


IT 
a 
Sn De | a raser: 


L'intégrale S,, (a, Ô) se laisse réduire, moyennant le changement & = eit, à une 
intégrale de contour prise suivant un cercle unité, que l’on calcule à l’aide de la 
théorie des résidus: 

S, (a, Ô) — (—1)"p? cos na, 


« 


ou 
l'(a—1)2 + a20? 
p=}y (a +1}? La?ô? (Op <TÎ);, 


1 — a2 (1 — 6?) 2a°0 
r 


COS a — , sind 
r 


2 


r= 1/[(a—1)?+a28?] [(a +1)? +a2ot]. 
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On obtient ainsi 
T(z, a, ô)=e"z[I,(z)+2 ©, pTcos na In(z)]. (44) 
n—= 1 


Remarquant que o << 1 et que pour une valeur fixée de z et 7 — on a 


À 3 \n 
ne (+) 


la série (14) converge très rapidement et se prête donc aisément au calcul. Re- 
marquons que les fonctions 1, (z) font l’objet de tables très détaillées. 

Les formules obtenues permettent de calculer la fonction de transmission 
T pour des valeurs arbitraires de Y,, Y, Mo: Vis Ver Va, ainsi que d'examiner des 
cas limites différents. 

Supposons par exemple que V1 = v,, i. e. que la fréquence du signal se 
confond avec le centre de la raie d'absorption. On a alors 


a— À 
a +1 
a= {© pour Ya<Y (a< 1), 
a pour Ya>Yy (a>fi). 

On a alors d’après la formule (14) 


0—0, p— 


2 


T (a a. 0e: | I (2) +2 S =) In (|. 
n—=1 


En particulier, si y, = y (a= 1), on a 
T (z, 4, O0) = eZ, (2). 


$S 17. Théorèmes d’addition 


On entend par théorèmes d’addition, en théorie des fonctions 
cylindriques, des formules du type 


u(R)= Fr, 04 0) À fn (7) £n (P) An (0) (0 


où r, p, RÀ sont les longueurs des côtés d’un triangle arbitraire, 
6 l’angle formé par les côtés r et o (fig. 14), et F (r, op, 0) une fonction 
élémentaire de forme suffisamment simple. Ces formules donnent 
le développement de la fonction cylindrique w, (R) d'ordre v en une 
série dont les termes représentent le produit d'une fonction de forme 
suffisamment simple F (r, op, 6), indépendante de l'indice de som- 
mation, par des facteurs dont chacun ne dépend que de l’une des 
variables r, 0, 4. Les formules de ce type jouent un rôle important 
en physique mathématique, ainsi que dans les différentes applica- 
tions des fonctions cylindriques *). 


*) Voir, par exemple, À. J. l'axnanumx, Teopua s0epaux pearmopoe na 
menroeux heümponaz, M., ATomusnaT, 1959, crp. 275-277 (A. Galanin, 
Théorie des réacteurs atomiques à neutrons thermiques). 
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1. Théorème d'addition de Graf. Désignons par u, (z) une des 
fonctions cylindriques J, (z), AY (z), H% (z). Afin de déduire un 
théorème d’addition élémentaire, nous utiliserons la représentation 
intégrale de Sommerfeld de la fonction uw, (R): 


u, (R) = À | exp{ihR sin @—ivo}do (2) 
C 


(À est une constante de normalisation qui, dans le cas des fonctions 
considérées, est indépendante de v). 


Fig. 14 


Examinons le triangle montré sur la figure 14. Projetons l'égalité 
vectorielle R — p — r sur l’axe des y. Il vient 


R Sin (@ + w) = p sin @ — r sin (® — 8). 


Il est évident que cette relation reste vraie aussi pour des valeurs 
complexes de æ, en vertu du principe du prolongement analytique. 

On a vu au $ 15 qu'il est possible de choisir un contour € tel que 
son déplacement d’une quantité 1 inférieure à x laisse inchangée 
la valeur de l'intégrale. Changeons dans (2) @ en @ + #5. On obtient 


un (R) eivt = À | exp {iR sin (ob) — ivo} do — 
C 


— À | exp {io sin o—+ ir sin (8 —æ)—ivo} dy. 
C 


Puisqu’'on a d’après la formule (12) du $ 19 


eir Sin (8—œp) — > Je (r) ein (O—@), 


N= — CO 


$ 17] THÉORÈMES D’ADDITION 467 


il vient 
uy(R)eivb= SJ einoJ, (r) À | eip sin gi (v+n) € do — 


N= — 00 C 


—— Di Ja (r) Uy+n (p) A 


N—= — CO 


La permutation de la sommation et de l'intégration est légitime 
dans le cas de r << 0. On obtient donc en définitive la formule sui- 
vante : 


Us (R) eV À Ja (r)uven (p) ei". 


Comme les angles 6 et % sont invariants par le changement R —- 
—+ kR, r —- kr, p — ko, cette dernière formule peut s’écrire sous la 
forme 


uy(kR)eivb= N, J, (kr) uvz, (ko) eiTs. (3) 


La relation (3) s'appelle théorème d'addition de Graf. 
2. Théorème d’addition de Gegenbauer. Un autre théorème d’ad- 
dition correspond au cas où l’on a dans (1) F (r, op, 0) — RY. Pour 


le déduire, considérons la fonction 
uv (R) _ 
BV 


v (R). 


Pour fixer les idées, admettons que r <p: on a alors RO 
et la fonction v (R) reste bornée pour r — (0. 

La fonction v (R) vérifie l'équation suivante (cf. l'équation de 
Lommel, $ 13): 


Rv" + (2v + 1)v + Ro = 0. (4) 


On en déduit sans peine une équation aux dérivées partielles par 
rapport aux variables r et u — cos 0 pour une valeur fixée de p. 


Comme À = Vr? + p? — 2rou, il vient 


Ov __ dv r—pu Ov dv rp 

Tr __dR R ? ôu  dR R° 
dv d?v f r—pu ) du F 1 (r — pu)? 
Ge = Re | R FR Le R3 l: 


Ov. d?v rO | dv (rp}? 
_ dR RS : 
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Eliminant po, on en tire 


Puisque R2=(r—pou}?+p?(1—u?), il vient 


dv Ov  1—p? 62% 
GR? ° ôr? r? du? * 


Portant dans (4) les expressions obtenues de 0 et de , On abou- 


dR dR? 


tit à l’équation aux dérivées partielles 
O2v | Ôv 
ue — Gv+Vuss=0. (9) 


Conformément à la formule (1), le théorème d’addition doit 
s'écrire dans le cas considéré sous la forme 


02 F - 
2 +(2v+41)r + rèv + (1—p?) 


r 


v(R)= à fn (r)&n(p)hn(u) (u=cos 8). (6) 


Essayons de définir la forme des fonctions f, (r), g, (o) et hk, (u) de 
telle sorte que chaque terme de la série (6) satisfasse à l'équation (9). 
Nous chercherons donc des solutions bornées particulières de (9) 
par séparation des variables, en posant 


0 = f (r) & (p) À (u). (7) 
Portons (7) dans (9); il vient 
ES NE 2 oo 0 A _ — (1— 2) k° + (2v + TD ur” | (5a) 
Î h 


où À est une constante. On en déduit une équation du type hyper- 
géométrique pour la fonction À (u) 


(1 — pu?) À — (2v + 1) uh° + Àh = 0 
qui admet comme solutions pour À — n (n + 2v) des polynômes de 
Jacobi P(v-1/2, v-1/2) (y). T1 est donc naturel de poser dans (6) 
An (u)= PRE (u). 
La formule (6) fournira alors le développement en série de la fonc- 
tion v (R) suivant les polynômes de Jacobi: 


OO 


v (R) = 2 Gr D} PE (o). (8) 


N—= 


La fonction v (R) satisfait aux conditions du théorème de déve- 
loppement en série suivant les polynômes de Jacobi PQ71/2, v1/2)(u) 
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pour v >> —1/2 (voir $ 8), et ceci en sorte que 

1 
a,(r, p)=— F | D (Ru 12 pO-1/2 v-1/2 (4) qu = 

“1 


“ue 


d 


1 
V R — 1 FIVE 
| ns (t— np)" pe eV (y) du, 
— 1 


où d; est le carré de la norme du polynôme de Jacobi. 
Il reste à montrer que le coefficient du développement a, (r, p) 
se laisse mettre sous la forme 


An (Tr; 0) = fn (Tr) £n (P). 


À cet effet, intégrons l'équation (5) sur l'intervalle ]—1, 1[ 
avec le poids (1—u?)""‘/* US (u) et simplifions les termes 
2 


en ” et r" au moyen de l'intégration par parties. Puisque 

0?v , Ôv ; 1/2 Ô 1/2 Ov 
[Hu Gv+ tue] pe ET nt ET, 
on a 


1 


02 ôv : = 2 " 
[Lune RE — @v+ Du 22 Jun PET 9-42 (ui) du = 
= 


2 Ov —1/2,v-—-1/2 1 
ne en > MMS So TE 


Ô = _ d = ä 1 
= (1—u2)+12 É= p 1/2, v 12 (u)—v 2 PR 1/2, V 2 (u) JE, + 


1 


: 4 __ qayv+1/2 d  p(v-1/2, v-1/2) 
+ E x | (1 n?) ne (h) | du. 


— 1 


Comme v + 1/2 > 0, les termes hors intégrale s’annulent. Il ressort 
en outre de l’équation pour les polynômes de Jacobi que 


d 2 d 1/2, v— 
HR t-u"*" Pr 1/2, V PTE 


_—_ —_ñn (n + 2v) (1 —— u?2)° 1/2 DIT NE: v—1/2) (u). 
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On aboutit finalement à l'équation différentielle pour la fonction 
n (Tr: P) 


0?an 2v+1 Oahn | n (n+2v) EL 
ae [1 I la, = 0 


r or 


qui, comme il fallait s’y attendre, se confond avec (5a) pour À — 
— n (n + 2v). 

L’équation obtenue est un cas particulier de l’équation de Lom- 
mel. La seule solution bornée pour r — 0 de cette équation est, à un 


1 
facteur indépendant de r près, la fonction nv J'ytn (r), i.e. 


1 
Un (r,, p) en RCE Jvtn(r) En (ep). 


On a donc 


EN AP (2 (p) — 


T 


An (Tr; P) 


s 
4 Ÿ R V — — 2 _ 
= [Pau pere vu (u) du, (9) 


où d; est le carré de la norme du polynôme de Jacobi. Pour connaître 
la fonction g, (op), calculons l’intégrale du second membre de (9) à 
l’aide de la formule de Rodrigues appliquée aux polynômes de Jacobi 


(v—-1/2,v-1/2) _(—1)? 1 an on+v-—1/2 
Pr (u) — nn | (Le) Te dun [(1 — u?) ] 


et en intégrant par parties n fois: 


1 
| uv (R) (4—u?)"71/2 PNR v—1/2) (u) du — 


1 
= DV 9 |) 
 Zinl | Sn LL ae LE Jr 


Nous avons profité du fait que tous les termes hors intégrale s’annu- 


lent pour u = +1, car le facteur 1 — u? intervient à un degré posi- 
tif. 
D'autre part, on a pour une fonction v (R) arbitraire 


d’où 


2 TSE co (44 CP] 


$ 17] THÉORÈMES D’ADDITION 474 


La formule de dérivation (4) du $ 14 nous donne 


ra SE 


Il vient en définitive 


ù 


ur (R) v-1/2 n(v-1/2, v- 1/2) 


1 
® O uvin (À) (A EE 10) Ses 


1 n 
= ET (ro) | ven du. 
1 
D'où, conformément à (9), 
1 
Jysn (r) nr p? Uvin (R) n+v—1/2 
En (0) — vin —Zinids | —pven (LH?) du. (10) 


Soit r 0. On a alors R— 60 et donc 


1 
£n (EP) __ üyzn (P) 1 ju- je 1/2 


FFE D 0 MIE | dd 


Puisque (voir $ 7) 


a 2 T7 (nv + 1/2) 
TO nl(n+vw)T(n+2v) ? 


Î 1 
[ap aue2 | (pt qu = 
À 0 


1 
_ n+v-1/2,-1/2 3, _F(n+v+1/2)T (1/2) *) 
*] (1 — à) l dt — l'(n+v+1) L 
0 


on obtient finalement 


En (0) = V x (n+v) l(n+2v) uyin (P) 
: US D (nv + 1/2) pŸ 
Le line pu (8) devient donc 
Ur uy (R) __ 
R" 


FEV nv pv Se 


*) Nous avons utilisé la parité de l’intégrande, le changement t — u° 
et la relation entre les fonctions bêta et gamma (voir Appendice A). 
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Si, au lieu des polynômes de Jacobi, on prend ceux de Gegenbauer 


(2V)}n 
cu pu) = — PÊT 1/2, V— 1/72) (u), 


le développement (11) devient plus simple: 


uy uv (R) OT (v) S (v L n) _ eo Uvrn \P) (0) Ci (u). (12) 
R° n=0 p” 
Rappelons que nous avons déduit la formule (12) pour le cas de 
V> — 1/2, r <o. 
Elle reste évidemment valable si l’on y effectue les changements 
R— ER, r — kr, o — ko, ï.e. 


uy (KR) 


v : van (AT) Uyin k V 
= ZT (x) D (van) nn) Rene Cu). (13) 


V V 
(r) (&p) 
La relation (13) s'appelle théorème d'addition de Gegenbauer. 

En déduisant les théorèmes d’addition de Graf et de Gegenbauer, 
nous avons imposé certaines restrictions aux paramètres. Le principe 
du prolongement analytique nous permet de généraliser les formules 
(3) et (13) à un domaine plus vaste des valeurs des paramètres. 


3. Développement des ondes sphérique et plane suivant les poly- 
nômes de Legendre. Considérons quelques corollaires du théorème 
d'addition de Gegenbauer qui s'avèrent fort utiles, en théorie quan- 
tique de la diffusion par exemple, ainsi que pour des problèmes de 
la diffraction. 

1) Posons dans (13) v — 1/2, u, (z) — HY (z). A l’aide de l’ex- 
pression explicite de la fonction Æ%ÿ2 (z), nous obtenons 


eirR —. in + 1/2) J'nsr/o (kr) Hi1/2 (KO) P, (u). 


2 Vr Ve 


Nous avons profité du fait que Cx/*(u)=P,(u), où P,(u) est un 
polynôme de Legendre. 

2) Il est bon d'examiner un théorème d’addition limite que 
l’on tire de (13) avec u, (z) = HK (z) et p— co. On a 


R=py 1— _. + =p—ru+ 0 (+), 


vin (KP) 
— lim Je ite-ik(O—R) — jn0-ikru 


V 
lim (&p) 


D — co 


(&R)" 
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On déduit donc de (13) 


etrru — OYT (v) —= D i (v + n) PRE C” (ua). 
(kr) 
n=0 
Pour v — 1/2 on en déduit sans peine le développement d'une onde 
plane e** suivant les polynômes de Legendre: 

Br < 


Er = = D, it(n +172) Jasiye (kr) P; (u). (14) 


n=( 


Ici k est le vecteur onde, u = cos 6, et 8 l'angle que font les vecteurs 
k et r entre eux. 


$ 18. Approximation semi-classique 


Les tentatives d'établir une jonction entre la physique classique 
formée vers la fin du XIX® siècle et la mécanique quantique apparue 
au début du XX° siècle ont conduit à la recherche d’approximations 
suffisamment bonnes, uniformes pour À — + co, des solutions de 
l'équation différentielle de la forme 


[ke (x) y'T + Xr (x) y = 0. (1) 


À la représentation approchée des solutions de l'équation en question 
nous donnerons le nom d’approximation semi-classique. Les premières 
études de cette question, entreprises par Wentzel, Kramers, Bril- 
louin, ont été considérablement approfondies plus tard par Langer 
et autres chercheurs. Les avantages de l’approximation semi-clas- 
sique la rendent très commode pour de nombreux problèmes de 
physique mathématique. Nous allons examiner les grands traits de 
la méthode d’'approximation semi-classique. 


1. Approximation semi-classique des solutions d'équations du 
second ordre. Proposons-nous d’étudier le comportement des solu- 
tions d’une équation du type (1) pour À — + co. Posant dans l’équa- 
tion À (x) = const et r (x) — const, on la simplifie au point de voir 
distinctement que le comportement des solutions dépend du signe 
des fonctions k (x) et r (x). Nous considérerons donc l'équation (1) 
dans un domaine où 4 (x) et r (x) gardent leur signe. Plaçons-nous 
d'abord dans le cas où les fonctions k (x) et r (x) sont de même signe, 
par exemple k (x) > 0, r (x) > 0, sur un intervalle Ja, bl, et admet- 
tent des dérivées continues du premier et du second ordre. 

Par changement de variables 


ya) =put(s), s=s(x), (2) 


174 FONCTIONS CYLINDRIQUES [CH. III 
donnons à (1) une forme standard: 


u" (s) + LA — g (s)l u (s) = 0. (3) 


Portant les expressions (2) dans (1), on s'assure que l’équation (1) 
se laisse réduire à (3) si les fonctions @ (x) et s (x) vérifient les condi- 


tions 
(ks°) 1 [k(x)r(x)] 
ks' 4 k(x)r(x) : (4) 


de: 
2 


LION AO). 
THE 00e 


Utilisant l'équation (4) pour œ (x), on peut mettre l'expression de 
q (s) sous la forme 


= (+) ++ GI 6 


Dans le cas où les fonctions # (x) et r (x) sont de signes différents 


sur Ja, bl, on met l’équation (1), par le changement (2), sous une 
forme analogue à (3): 


u” (s) — [À + g (sil u (s) = 0. (6) 


Les méthodes d'étude des solutions pour À — + étant les mêmes 
pour les équations (3) et (6), nous nous bornerons à considérer le cas 
de l'équation (3). 

On a à partir des égalités (4) 


s (a) — j Va G<n<) g@)=k(@rET 


Soient s (a) = c (c 0), s(b) — d (d>=> 0). La fonction s (x) est 
continue et croît de façon monotone sur Ja, bl. Elle admet donc sa 
réciproque z — x (s), fonction qui, elle aussi, est continue et croît 
de façon monotone sur Îc, dl. La fonction gq(s) est continue sur 
lc, di. Il est naturel de s'attendre à ce que, pour À — + , les 


solutions de l’équation (3) se confondent à la limite avec les solu- 
tions de l'équation simple 


u" + Àu = (0, 
i.e. qu'on ait pour À —+ —- co l'égalité approximative 
u (s) = À cos us + BP sin us, 


dans laquelle u — VX et À, B sont des constantes arbitraires, qui 
dépendent en général de pu. 
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Pour démontrer cette conjecture, nous emprunterons la méthode 
proposée par V. Steklov *). Nous allons résoudre l’équation 
u + pu = q{(s)u (5a) 


par variation des constantes, assimilant le second membre à une 
fonction connue. Il vient 


u(s)=u(s) +R, (s), (7) 
u (s) = À cos us + B sin us, 


Rh(s) = = | sinu(s—s')q(s')u(s") ds’. 


Montrons que pour c<o <s<d<d(c, L O0, d, > 0) la contri- 
bution du terme R, (s) dans (7) est négligeable lorsque  —- c, i.e. 


M (u)= max [u(s)]. 


C1SSKd1 


L'expression de À, (s) permet de voir que 


Ru (NES LM (h) (9) 
où 
di 
L= |[ig(sids", M(h)= max lu (s). 


C1 


Evaluons la quantité M (u) pour u — oo. On a à partir de (7) et 
de (9) 


77 1 
Qu (SIA (+ LM Gu 
d’où 
: 1 
M)<M(u) + LM (u). 
*) Voir B. A. Crekxxos, 06 acumnmomuueckom nosedenuu pewuenuü au- 
heïüntiz Ouphepenyuarvnux ypashenuü, XapBKOB, Usn-B0 XTŸY, 1956 (V.Stek- 


lov, Sur le comportement asymptotique des solutions d'équations différentielles 
linéaires). 
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Résolvant cette inégalité par rapport à ] (u), on trouve finalement, 
utilisant (9) pour u > Z 

Ry (s) ser L 

M “H—L? 
ce qui démontre l'égalité (8). 

Revenant à nos variables initiales, nous obtenons, pour k (x) > 0 

et r (x) > 0 sur Ja, bl et À — + , l'expression suivante des solu- 
tions de l’équation (1) sur un segment quelconque [a,, b,] € Ja, bl 


y (x) Æ FRS [À cos Ë (x) + B sin Ë (x)], (10) 
où 
p(=y/ 1578. = [po 


La recherche de la solution approchée (10) au lieu de la solution 
exacte de (1) est appelée méthode de résolution semi-classique de 
l'équation (1). 

Dans le cas où k (x) > 0 et r (x) < 0, on obtient par analogie 


1 


S ——©— |Ae"û%) b — EG), 10a 
y (x) Fos ! es) + Be-i®)] (10a) 
où 
p@o=y 12, Et (pd. 


Lo 


Dans la méthode semi-classique, il fallait seulement que 
|g(s) | << u dans (3). Les solutions approchées (10), (10a) restent 
donc applicables non seulement pour des À grands mais aussi pour 
des À voisins de 4, à condition que | g (s) | & 1. Ce cas se présente, 
ainsi que le montre la formule (5), quand les dérivées des fonctions 
k (x) et r (x) sont petites, i.e. quand les coefficients de l'équation 
(1) varient lentement et de façon continue. 

Il est également intéressant, du point de vue pratique, de dégager 
une solution approchée de (1) pour À — + œ qui reste valable 
jusqu'aux extrémités de l'intervalle Ja, bl. A titre d'exemple, nous 
chercherons une représentation approchée de la solution de (1) pour 
a Lx << b. Si k (a) > 0 et r (a) > 0, tous les raisonnements con- 
duisant à (10) restent vrais. Nous prendrons donc le cas où l’une au 
moins des fonctions k (x), r (x) s’annule ou devient égale à l'infini 
pour x = a. Soit 


ka) = (œ@—a)"k(x), rx) =(&—a)r(x), 
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où 4 (a) > 0, r (a) =0 et les fonctions £(x), r (x) admettent des déri- 
vées secondes continues pour a < x << b. Pour que s (a) prenne une 


valeur finie, nous admettrons que = (1 — m) > —1. Transformons 


2 
en conséquence les expressions de s (x) et de q (s) pour x, = a: 


= | V2 6 aye-me ar (11) 


k (4) 
= DE ts MS 
2 [ (8m + 2 + (m0 7] + 
+@ap[ (+) (ED (+2). 2 


SixÆa, on a 


(9 = (e— at 


PASSE TAC) Cr 
es L k (a) = (1— m +2) 


9 


ce qui veut dire que l’expression de g (s) peut être mise sous la forme 
gs = RÉ + sv-2f (s), 


2 


… |m— 1 
V—7 I—m+2 


er TT 


et la fonction f (s) est continue pour 0 < s  s (b). Nous remarquons 
que la fonction q (s) admet dans ce cas une singularité pour s — (0. 
Pour appliquer la méthode de Steklov, il est donc commode de cerner 
la singularité principale de q (s) en mettant l’équation (3) sous la 
forme 


+ fur) ù = sv-2$ (s) u (u= VA) (13) 


S 


et de résoudre cette équation par variation des constantes en assimi- 


lant le second membre à une fonction connue. Puisque l'équation 


" v2— 17/4 
u + Cu 2 | u = 0 
est une équation de Lommel et admet donc comme solution 


u —= Av, (us) + Bu, (us), 
12—0592 
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où v,(z) = VzJ,(z) et À, B sont des constantes, on obtient la 
solution de (13) sous la forme 


u (9) = Av, (us) + Bo, (us) + R, (s). (14) 


S 


Ru (9 = |Æu(s, s’)(s)"-2f(s'}u (s’) ds’, 


/ JT / / 
Aus, 5) = gas LU (US) 0, (us) —v, (us) uv (us)]. 


On montre que R,(s) dans (14) est négligeable pour u — + oo. 
En évaluant R, (s), il est commode de prendre s, > 0 quand BÆ 0 
et 5, — 0 quand B = 0. Les évaluations de R, (s) se font par la 
même méthode que précédemment, mais elles présentent des difficul- 
tés supplémentaires d'ordre technique: en évaluant les fonctions 
v+y (US) qui apparaissent en l’occurrence au lieu de cos us et sin us, 
on est obligé de considérer séparément les grandes et les petites va- 
leurs de us: 

C(us)+v+1/2 pour us<1, 


(us < 
— (us)< | C pour us>1 


(C est une constante). 

Revenant aux variables initiales on obtient, dans le cas où 
k(x) = (x — a)" k(x), r(x) = (x — a) r(x), l—m+2>0, les 
fonctions k# (x), r (x) prennent des valeurs positives et admettent des 
dérivées secondes continues pour a x << b, que les solutions ap- 
prochées de l'équation (1) pour À + -- ©, a x <b, << b, se 
présentent sous la forme 


OR V SANG +BT EG} (5) 


r (x) 


p()=V À: E()= | p (dt, vZ0, À, 


Pour des v entiers, il convient de remplacer J'_, (£) par Y, (Ë). 
Remarquons qu’en remplaçant, pour & (x) > 1, les fonctions de 
Bessel dans (15) par le premier terme de leur représentation asympto- 
tique, on obtient une formule équivalente à (10). Si k (x) > 0 et 
r (x) < 0, on prendra au lieu de (15) 


OR RÉ ULEGI+BE IE} (6 


. Et@= |rOat 


a 


2! r (x) 


k (x) 


p(x)= 7 
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On retrouve des formules analogues valables dans le domaine 
a <a < x < b si les fonctions £ (x) et r (x) sont du type 


k(a)=(b—a"k(x), rx =(b—x)r (x), 


k(x)>0, r(x) > 0. 

Nous venons d'exposer la méthode de représentation asymptoti- 
que des solutions de l'équation (1) pour À — + oo. Maintenant 
nous chercherons une telle représentation dans certains cas particu- 
liers intéressants. 


2. Représentations asymptotiques des polynômes orthogonaux clas- 
siques pour z grand. Nous allons établir une expression approchée 
des polynômes de Jacobi P@: 8) (x) pour à« > 0,$ > 0Oetzx E[—1,1[ 
en donnant à n des valeurs suffisamment élevées. La fonction y (x) — 
— P(&; 8) (x) vérifie l'équation différentielle (1) pour 

k(x)=(1—x)2+1({+zx)ti, r(x)=(— zx) (1 + xp, 
Ai=n(n+a+f+t1). 
On a en l'occurrence m—f$ +1, [I—$, v—$. Si n— 00, on a À —- 
— + oo. Pour —1<zr<1—0 on a 
_ Æ 
y (x) RTE ne [AJ 8 (E) + BJ _8 (6), 


X 


di 
E—E()=u | VIE —uarccos(—x), u—VÀ. 
1 


Puisqu'’il existe une limite 


| nl m+B+1) 
GE REP CDECN TEE 


w|T 


#4 
4 lim Éd (1+ 2) 10 


x+—1 V'EJe (€) 


LOTS corne Bat 
—22  #p@,B(—1)28T(B+1) lim (Es) 2 
X——1 £ : 


| s È : -  Vitzr 1 …. 
D'après la règle de L Hospital lim de Je EYE 77 
œ+$ 


227 1 ————— ; —— 
= 75. Aussi 4e (RD, pe VU ra FE D. 


480 FONCTIONS CYLINDRIQUES [GH. TITI 


En posant x = —cos6, on obtient pour 0<8<7—û 
PB (— cos 6) Æ 


m IT HBEN 872 
n | LP (cos (8/2))%+ 1/2 (sin (8/2))8 + 1/2 T6 (0). (17) 


L'expression approchée des polynômes de Jacobi P@:8) (x) dans 
le domaine —1 < x < 1 se déduit facilement de (17) en faisant 
intervenir la relation 


P(c 8) (z)=(—1)" Pi. a) (— x). 


Si x El—1 + 6, 1 — 6], l'expression approchée de P(&,6) (x) peut 
être simplifiée à l’aide de la représentation asymptotique de la 
fonction J8 (18) pour u6 — + œ et de celle de la fonction T'(z) 
pour Z—+ © (voir Appendice À): 


(D (cos 0) 2 05 B + 1)/210— (20 +1) 1/4} 
PL (cos 0) V/ sin (sin (8/2))%+ 1/2 (cos (8/28 +172 (18) 


(O<LÔI<O<7T— 6). 


D'où l’on tire pour &« — $ — 0 une représentation asymptotique 
pour les polynômes de Legendre: 
72 cos[(n+1/2)8—x/4] 
P ( À RE 
cs nn V sin0 
On établit d’une façon analogue l'expression approchée des poly- 
nômes de Laguerre L% (x) pour x > 0 et des n assez grands. On a en 
particulier pour 0<L<Ô<zr< N < © 
Le (x) = = exl2y-a/2-1/&na/2-1Jà cos [2 V'nz —(2a +1) +] 
(19) 
Si & — +1/2, la représentation (19) reste valable jusque pour x = 0, 
car on a alors v = +1{/2 et l’équation (13) n'a aucune singularité 
pour s = (. 
Pour les polynômes d'Hermite, les formules correspondantes 
s’obtiennent à partir de (19) à l’aide des formules (14) et (15) du 


& 6 exprimant les polynômes d’Hermite #7, (x) en fonction de ceux 
de Laguerre : 


H,(x)=V2 (2) e**/2 cos (V2n x— 5) (20) 
(ITI AN << oo). 


Remarque. Nous avons obtenu la représentation asymptotique 
(18) en posant &« > 0, $ > 0. Elle reste cependant vraie pour toute 
valeur réelle de & et de $. On le démontre par récurrence, en sdmet- 
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tant que la formule (18) soit vraie pour les polynômes 
Pta#, #1) (cos 0) et P(@+2, 8+2) (cos 0). Faisant intervenir l'équa- 
tion différentielle pour les polynômes de Jacobi et appliquant la 
formule de dérivation (6) du $ 5, on obtient 


Pie B) (x) — —— E (x) RIRES PE B+1) (x) + 


n 
Lo(x) PRE RES Pla+2, B+2) (x) | | 


où 
M=nn+a+Bp+i), rx) =p$f—-a—-(a+$ +2)x, 
G (x) = À — x. 
D'où 
PG 8 (cos 8) = — [Pa GR Ro e Pla+1, +1) (cos 8) + 


" sin? 6 (1 +R) P(@+2, B+2) (cos 0) | | 


En portant dans le second membre les représentations asympto- 
tiques de P(&T1, +1) (cos 0) et de P&+2:8+2) (cos 6) et en conservant 
les termes dominants, on obtient 


inZ 
P@; 8) (cos 8) = PRE Pa+2, 8+2) (cos 0) Æ 


_— cos{[n—2+ 2 (04845) Je—2a+5 €} 


4 ES B+ 
8 


… à 2 2 
V/7n (sin 5) cos 5) 


Cos {n+5 @+8+0 | 8— (2x +1) +} 
DCR SAS md + 


a +— — 
Va(sinS) (cos) 


ce qui nous ramène à la formule (18). La validité de (19) pour toute 
valeur réelle de &« se démontre d’une façon analogue. 


3. Approximation semi-classique pour des équations admettant 
une singularité. Cas d’un champ central. Pour étudier le mouvement 
d’une particule dans un champ central, il est bon d'établir une 
approximation semi-classique pour l’équation de la forme 


u" + r(x)u = 0 (21) 


dans laquelle la fonction x°?r (x) est continue et admet des dérivées 
première et seconde continues quand 0 < x < b. Dans le voisinage 
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de x — 0, l’approximation obtenue précédemment pour (21) cesse 
d'être vraie. Or, en faisant le changement de variables x = e?, 
u —= el? (z), on met cette équation sous la forme 


v" (z) + r (z)v = 0, (22) 
où 
1 
nG)= —+ ar (2), 
Pour z2— — œ (donc pour ss la fonction r., (z) diffère peu 
d’une constante égale à — 4 + ue z?r (x). De plus on a 
lim rM(z) = 0 (k = 1, 2, ...). Ass la fonction r, (z) et ses 


dérivées varient-elles lentement quand z prend des valeurs négatives 
suffisamment grandes en module, donc l'équation (22) est justiciable 
de l’approximation semi-classique. Lorsque celle-ci reste applicable 
à l’équation (22) pour des z vérifiant les conditions qui leur sont 
imposées, on obtient, en revenant aux variables initiales, une solu- 
tion approchée de l'équation (21) sous sa forme (15), (16), mais avec 
r (x) — 1/(4x°) au lieu de r (x). 

C'est ainsi par exemple qu’en cherchant en coordonnées sphéri- 

ques la solution de l'équation de Schrôdinger 


+R + TU (+ CD TR=ER 


pour la partie radiale R (r) de la fonction d'onde (où r est la distance 
de l’origine des coordonnées, U (r) l'énergie potentielle, Æ l’énergie 
globale de la particule, 1 — 0, 14, 2, ... le nombre quantique 
orbital), on obtient en approximation semi-classique l’expression 


VE tri É) +BJ 13 ET CZro) 


£ [CTi78 (€) + DE EN (r<ro) 


H(r)}= 


où 


p=p(r)= VAPTE Ü (r)]— CAL 


EE (r)— 


r, est racine (supposée simple) de l'équation p (r) = 0. 

Puisque la fonction R (r) doit être bornée pour r — 0, i.e. pour 
E — co, il y a lieu de poser € — 0. Comme les valeurs fournies par 
les deux expressions de À (r) (resp. À” (r)) sont conjuguées pour 
r = rp, les constantes À et PB se laissent exprimer en fonction de Ia 


| p(r')dr'|, 
T0 
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constante D. En développant le radicande dans la formule de p (r) 
suivant les puissances de (r — r;), on s'assure sans peine que les 

p(r) E(r) Us ss 
fonctions Ve role et leurs dérivées premières sont 
continues en r — r,. Les conditions de conjugaison de À (r) (resp. 
R" (r)) en r —=r, impliquent donc des conditions de conjugaison 
analogues pour la fonction 


D (r) = (£/2)-t/3V p/ER(r) 


et sa dérivée. Il vient 


( [E\2/3 
| Re +OIr 7 >) 
d(n= | DE : r (3 : 
x | (7 
mL +OI(G—-ro)] (<Kro). 
[2snz IT Er r ré) 
£2/3 


Puisque la fonction est continue pour r —r,, on obtient en 


T— To | 


égalant les coefficients des mêmes puissances de (r—r;): 


AD D 
V3 


4. Comportement asymptotique des fonctions cylindriques d'ordre 
élevé. Formules de Langer. La méthode décrite plus haut permet 
de déterminer le comportement asymptotique des fonctions cylindri- 
ques pour des v élevés. Prenons l’équation de Bessel 


YO + + —v)y = 
et réduisons-la à la forme (21) en opérant le changement uw (x) — 
—=V x y(vx) (cf. l'équation de Lommel). La fonction u (x) satisfait 
à l'équation 
vi— 1/4 


u"r(x)}u=0, r(x)=v— D 


En appliquant le raisonnement développé dans le n° 3 ci-dessus, 
on peut poser x = € et u —= e“/?v (z). On obtient alors l'équation 
D +ri(z)u=0, r (2) = v?(e7 — 1). (23) 


Puisque v — , l'équation (23) admet une approximation semi- 
classique. En reprenant les variables initiales, on écrit la fonction 
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u (x) sous Ia forme 


1 po )+BKisE) (x < 1), 04 
FE V 173 (E) + DH: () (>. (24) 
Ici 

p=p(rx)=vs/z, s=V 1-21, 


varths—s) (x < 1), 
G—ËE (x) — k \ p(t) dt =| (s—arctgs) (x > 1). 


Posons par exemple w (x) = VxH£{° (vx). Pour connaître les coeffi- 
cients C et D, identifions les termes dominants de la représentation 
asymptotique pour x —> œ dans le premier et le second membre 
de (24). Puisqu'on a pour z — et un v fixe 


S(x} = x + O(/x), E(x) = v (x — x/2) + O (Â/x), 
li vient 
VxH! (vx) zV À eitvx-nv/2- 7/4) — 
2 i[v x/6-7x —1[vV(x-x1/2)—-1/6-1 
= {ceirve-x2- J8-nf4] 2 De-ilv@-/2)-1/6 n/a 
d’où il ressort que 
D 0; Ci =eNNe, 


Les coefficients À et B se cherchent à partir de la condition de conju- 
saison des expressions de la fonction u (x) (resp. u’ (x)) en x = 1. 
On obtient 


A= — 2i, B—<e-is, 


ce qui nous conduit à l’approximation semi-classique pour v grand: 


ne _— _in/3 

2 ip ED + Kus EN (EH), 

HS (va) = 
74 à — ES ins pr, (E) (x>1). a 


Identifiant les parties réelles dans (29), on obtient une approxi- 
mation semi-classique de la fonction de Bessel J, (vx) pour v grand : 


LYS RE (Et), 
J, (va) = . 


V1 — IE [178 (E) + 173 (EN (x > 1). 
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Les formules (25) et (26) sont appelées formules de Langer. Comme 
le montrent les estimations exactes, elles fournissent une approxima- 


: . : : à 1 = 
tion uniforme des fonctions cylindriques à © (x) près *). Il est 


curieux que la formule (26) définit correctement l’allure de la fonc- 
tion J, (vx) pour x —+ 0 malgré le fait qu'elle a été établie à l’aide 
des représentations asymptotiques des formules cylindriques pour 
TZ —> CO. 


9. Recherche des valeurs propres de l'énergie dans l’équation de 
Schrôdinger par approximation semi-classique. Formule de Bohr- 
Sommerfeld. Les solutions de l’équation de Schrôdinger 


HV G+U(G)PH=EP (D (—oæœ<z<o) (27 


définissant le mouvement d’une particule dans un champ d'énergie 
potentielle U (x) ne se laissent expliciter que pour quelques formes 
particulières de la fonction Ù (x) (Æ est l’énergie globale de la parti- 
cule ; nous utilisons un système d'unités dans lequel la masse de la 
particule m et la constante de Planck # sont égales à l’unité). Cela 
devient possible, par exemple, quand on a réussi à réduire (27) à une 
équation généralisée du type hypergéométrique (voir le théorème 
dans le $ 9, n° 2). Sous ce rapport, les méthodes de résolution ap- 
prochée de l'équation (27) revêtent une importance particulière. 
Cherchons les valeurs propres de l'énergie dans l'équation de 
Schrôdinger (27) par la méthode d’approximation semi-classique. 
Il s’agit de chercher des valeurs de l'énergie Æ telles qu'il y ait 
E — U (x) << 0 pour zx — + © et que la fonction + (x) vérifie la 
condition de normalisation 
| Dh) Pdr=1. (28) 
Soit 
E—U(2) >0 pou x Lr<Et 


(ce domaine porte le nom de domaine du mouvement classique). Soit 
en plus 
EE — U(x)<0 pou xz<x et x >, 


x. et x, étant des racines simples de l’équation Æ — U (x) (en méca- 
nique quantique les points x, x, sont appelés points de retour). 


*) Langer R. E., On the asymptotic solutions of ordinary differential 
equations with an application to the Bessel functions of large order, Trans. Amer. 


Math. Soc. 33 (1931), 23-64. 
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En résolvant le problème posé, nous supposerons que les intégra- 

X1 OO 

les | p(x) dx, | px) dx sont divergentes (p(x)}=V2|E—U (x)l|) 
x2 


— © 


X2 


et que l'intégrale | p(x) dx est suffisamment élevée. On a en 


X1 
approximation semi-classique pour —oo << 7 < x; 


V <tAin (E)+ BiK1y3(Ë) pour zx, 
V p [AJ 173 (6) + Bad i,s (ENT pour x <<», 


X 


e=| | p(s)ds| 


O0 


Pour que l'intégrale | |b (x) F dx soit convergente, on doit 


poser À; — 0. Les constantes 4,, B, se laissent exprimer en fonction 
de B, à partir de la condition que les expressions de la fonction (x) 
(resp. Ÿ’ (x)) soient conjuguées en x — x, (voir l’exemple dans le 


n° 3). On a alors À, — B, — 7E: B;. Ainsi donc, pour x << 4 & %: 
on obtient 


(x) = À; DA [J 173 (€) + 1,3 (E)]- (50) 


Choisissant des valeurs de x pour lesquelles £ (x) prend des va- 


leurs suffisamment élevées, on peut se servir de la représentation 
asymptotique de J',1,3 (z): 


, ___ TT TT 
J+1/3(2) & —— COS (+++). 
Tl vient 


d (x) — FT wi} p (s) ds —+ | (31) 


(C, est une constante). 
Par un raisonnement analogue, on aboutit à l'expression de 
Ÿ (x) pour x, < x x, à partir du comportement de cette fonction 
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X 2 
pour x + co. En prenant des valeurs de x pour lesquelles | p (s) ds 


X 
prend des valeurs suffisamment élevées, on obtient 


fi p(s)ds—+] (82) 


vos 


= 
(C, est une constante). 


X 
Choisissons des valeurs de x pour lesquelles | p(s) ds et 
x1 


X2 


| p(s) ds sont grandes toutes les deux. On a alors deux 


X 
expressions, (31) et (32), de la fonction (x). Ces deux 
expressions ne se confondront que si 


past (pas | pds=n(r ++), n=0; 1 2: 
X1 x X1 


(33) 


On voit sans peine que n est le nombre des zéros de la fonction Ÿ (x) 
(cette dernière ne s’annulant que pour x, < x << x,). On a par ailleurs 
C; = (—1}" C;. Ainsi donc, en approximation semi-classique, les 
Valeurs de l'énergie du spectre discret £ — E, (n — 0, 1, 2, ...) 
doivent satisfaire à la condition (33). En mécanique classique cette 
condition est appelée condition de Bohr-Sommerfeld. 

La condition de Bohr-Sommerfeld peut aussi être établie pour 
une particule mobile dans un champ central Ü (r). En reprenant le 
même raisonnement et en utilisant les résultats du n° 3, nous obte- 
nons la condition de Bohr-Sommerfeld imposée aux valeurs de l’éner- 
gie E — E,, du spectre discret sous la forme suivante: 


r2 (E) 
1 
p(rdr=n(n +), (34) 


ri (E) 


ve 


Exemple 1. Cherchons en approximation semi-classique les ni- 
veaux d'énergie d’une particule mobile dans un champ UÙ (x) — 
__ HO? 
—— 72. 


1 \2 
PTS LL 


, p(r)l,. 0 


x® (oscillateur harmonique linéaire). 
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Dans le $ 9 nous avons obtenu la solution exacte de ce problème. 
Dans les unités du $ 9 l’équation de Schrôdinger (27) s’écrira 


Lu x? 
— Ÿ + eV (£ = hoe). 
On a en l'occurrence 


p(x)=V2e—x, x—=—V2e, z=—V2e. 
Les niveaux d'énergie sont définis par la condition de Bohr-Som- 
merfeld : 
V 2e 
| VZ—mdra(n ++). (35) 
- Ve 


On sait que 


rar eVamsen BP [dr 
[Var Tha- rare 
Aussi 
X92 X2 à 
2e — x? dx — TT = g arc sin —2— |? 


La condition (35) nous donne 


Valeur qui se confond avec la solution exacte même si la condition 
X 2 


| p (x) dx S À n'est pas satisfaite. 


Exemple 2. Cherchons en approximation semi-classique les ni- 
veaux d'énergie d’un électron dans un champ U (r) — — À (en 
unités atomiques). 

Dans ce cas on doit poser dans la condition (34) U (r) — —+. 
L'intégration par parties nous donne 


7 Cr) | 
UT) 
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r2 
7 dr 


1 
r1 7Æ [Er +27 (+) ] 


2e 


Portant cette expression de l'intégrale dans (34), on obtient 


E=E 7 
RE TRE 


Valeur qui se confond avec la solution exacte quels que soient n et L. 


CHAPITRE IV 


FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES 


Dans les chapitres IT et III nous avons étudié les propriétés des 
polynômes orthogonaux classiques et des fonctions cylindriques. 
Ces fonctions vérifient des équations différentielles qui représentent 
des cas particuliers d'une équation généralisée du type hypergéomé- 
trique 
T (2) 
O (2) 


Ici © (z) et © (z) sont des polynômes de degré non supérieur à 2, 


LL 1 + 


et T(z) un polynôme de degré non supérieur à 1. 

Les résultats obtenus dans le Chapitre premier permettent d'étu- 
dier les propriétés des solutions d’une équation généralisée arbitraire 
du type hypergéométrique. En faisant le changement de variable 
u — @(z) y et en choisissant convenablement la fonction  (z2), 
on réduit les équations du type (1) à des équations du type hyper- 


géométrique 
G(z)y +T(z) y + y = 0 (2) 


dans lesquelles + (z) est un polynôme de degré non supérieur à 1, 
et À une constante (voir $ 1). Le procédé de recherche des solutions 
particulières de l’équation (2) a été proposé au $ 3. Dans ce chapitre, 
nous allons étudier ces solutions de plus près. 


$S 19. Equation du type hypergéométrique et sa résolution 


1. Réduction à la forme canonique. Proposons-nous de réduire 
l'équation du type hypergéométrique (2) à la forme canonique en 
opérant un changement linéaire de la variable indépendante. Trois 
cas sont à considérer alors, en fonction du degré du polynôme (2). 

1) Soit © (z) un polynôme du second degré, © (z) — (z — a)(b—2), 
a = b*). Faisons dans (2) le changement z — a + (b — a)s; il 

*) Si le polynôme © (z) admet des racines multiples, on peut réduire (2) 


à une équation du type hypergéométrique pour laquelle © (z) est un polynôme 
du premier degré (voir $ 1). 
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vient 


s(1—s) y" + Tia (b— a) s] y’ + Ag = 0. 


De toute évidence, il est toujours possible de choisir des paramètres. 
&, PB, y tels que l'équation obtenue puisse s’écrire comme suit: 


S(—s y" +{y— (x + B +1)sl y — axBy = 0. 


Une telle équation s’appelle équation hypergéométrique *). 
2) Soit G(z) un polynôme du premier degré, 6 (z) = z — a. 
Posant z — a + bs, mettons (2) sous la forme 


sy" + T(a + bs) y” + Aby = 0. (3) 


Si T (2) = 0, alors, quel que soit b, l’équation (3) se réduit à l’équa- 
tion de Lommel (4) du $ 13 dont les solutions se laissent exprimer 
à l’aide de fonctions cylindriques. Si au contraire +’ (z) = 0, on 
a pour b — —1/x° (2) 


Ta + bs) = Tt(a) + rt’ (a) bs = tr (a) — ss. 


Introduisons les notations y — t(a) et & — —Àb. L'’équation (3) 
s’écrira alors 


Sy + (y —s)y — ay = 0. 


Cette équation porte le nom d'équation hypergéométrique dégénérée. 
3) Si la fonction 6 (z) est indépendante de z, on peut poser © (z) — 
— 1. Pour x’ (z) — 0 l’équation (2) est une équation linéaire homo- 
gène à coefficients constants. Pour +’ (z) 0, on peut, en faisant le 
changement z — a + bs, mettre l'équation (2) sous la forme 


y" + bt(a + bs) y + Àb?y = 0. 


Par un choix approprié des constantes a, b et v, cette dernière équa- 
tion peut être mise sous la forme 


y" — 2sy + 2vy = 0. 


C’est l’équation d'Hermite (pour v — n elle se confond avec l’équa- 
tion pour les polynômes d’'Hermite). 


2. Recherche des solutions particulières. Les solutions parti 
culières de l'équation hypergéométrique et de l'équation hyper- 
géométrique dégénérée, de même que celles de l’équation d’'Hermite, 
peuvent se chercher par la méthode décrite dans le $ 3. Là égale- 
ment on propose des transformations qui permettent d'en augmenter 
le nombre de solutions particulières. Rappelons ces transformations. 

L’équation du type hypergéométrique 


G(z)ju" + T(z}ju’ + Au = 0 


*) On dit souvent aussi équation de Gauss. 


LYJ& LVANMLLVINN  2L LL LILLNU LUN LYL LS EL AL LNY VJ LU | Ras L Y 


est un cas particulier de l'équation (1) pour t (z) — Tt (2), © (z) — 
— ÀG (z). Elle se laisse donc transformer en une équation du même 
type moyennant le changement uw — @ (z) y (voir $ 1) à condition 
que œ(z) vérifie l'équation différentielle 


p'/p = x (2)/0 (2), 


a (z) — (=) %0 — KO (x—À—k) 


est un polynôme de . non supérieur à 1. La constante %x est assu- 
jettie à la condition que le discriminant du polynôme du second 
degré du radicande soit nul. 

Pour l'équation hypergéométrique 


z4—mu" +ly—(a+p+t)zlu —afu=0 (4 


OI à 


G'—T\2 1 — œ — 1 12 
( : us =[ EI | — 42 (1 — 2). 
Annulant le discriminant de ce trinôme du second degré, on 


obtient les deux valeurs possibles suivantes de x: 
= (—y)(a+$—Yy, x = 0. 


Dans le premier cas le polynôme 1x (z) et la fonction œ (z) peuvent 
s’écrire : 
a) mn (2) = (1 — y (1 — 2), p() = #-v; 
b) a (2) = (a + B—yz, p(2) = (1 — 27-88. 
En faisant le changement u — & (z) y pour œ (z) = z!-Ÿ, on aboutit 
à l'équation suivante pour y (2): 


2({4—2)y" +[2—y—-(aœ+p— 2% +3)zly — 
—(@—v%+1)(B8—7%+1)y= 0. 


En posant & — a —y<+1i, B = $ — y +1, y = 2 — y on peut 
écrire cette équation sous forme canonique: 


z(A—2)y" +ly — (a + B + 1)z]ly — &'B'y = 0. (4a) 


De même, le changement u — @(z)y pour œ(z) — (1 — z)Y-«P 
nous ramène à l'équation (4a) avec @ — y — «, GB — y — $, 


Soit u (z) = f (a, f, y, 2) une MSc à particulière de l’équa- 


tion initiale (4). La fonction y (2) — u (z) satisfait à l’équa- 


q() 
tion hypergéométrique aux paramètres @&’, f’, y. L’équation (4) 
admet donc aussi comme solution particulière la fonction uw (z) — 


— p(z) f(x, B’, y’, z). On obtient donc les solutions particulières 


$ 19] ÉQUATION DU TYPE HYPERGÉOMEÉTRIQUE ET SA RÉSOLUTION 193 


suivantes de (4): 


U; (2) ot Î (æ, P, V: z), 
Us (2) = Va —y +1, B—y+1, 2 — y, 2), (2) 
U3 (z) = (1 Con z)v-@-Bf (y A, Ÿ — p, Y; z). 
Nous avons transformé l'équation (4) en une équation du même 
type (4a) en prenant le cas de x — (1 — y) (a + B — y). Le cas 
de x — 0 est dénué d'intérêt, car il se réduit à l'application successi- 
ve des deux transformations considérées plus haut. 
L'équation (4) reste inchangée quand on change simultanément 
4 en et f en &. On doit donc ajouter aux solutions précédentes 
celles qui se déduisent de (5) en faisant le changement signalé. 
D'une façon analogue, pour l’équation hypergéométrique dégéné- 
rée 
zu" + (y —z)u — au = 0 (6) 
on obtient, à partir de la solution particulière uw, (z) — f (&, y, 2), 
les solutions particulières 


us (2) = 2 (a —y+i, 2 — y, 2), (7) 
us (2) = ef (y — &, Y, —2). 
Pour l'équation d’'Hermite 
u" — 2zu' + 2vu = 0 (8) 


on construit, d'après la solution particulière uw, (z) — f, (z), une 
nouvelle solution particulière : 


Ug (2) = 6e Tf_y 1 (i2). 


Puisque l'équation (8) ne varie pas quand on change z en —z, 
on obtient deux autres solutions particulières : 


us (2) = fy(—2), (2) = ef (— in). 


Passons à la recherche des solutions particulières concrètes des 
équations (4), (6), (8). On a vu au $ 3 qu'une équation du type hyper- 
géométrique 


G(z)ju” + T(z)u + Àu = 0 


admet des solutions particulières de la forme 


__. Cy Oo (s)p (s) 
u (2 = Er gs ds. (9) 
Ici p (z) est solution de l'équation différentielle (6p)" — to, v est 


racine de l'équation À + vtr’ +2 (v — 1) 6” = 0, et le contour C 


13—0592 
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est choisi de façon à vérifier l'égalité 


ov+i (s) 0 (s) 
v+2 


0 (10) 


(Ss— 2) S1» S2 


(S:, S, sont les extrémités du contour). 

Afin de simplifier les raisonnements qui seront développés, nous 
chercherons les solutions particulières des équations (4), (6) et (8) 
sous la condition supplémentaire z => 0. Pour l'équation (4), nous 
supposerons de surcroît que z  f. 

Il vient pour l'équation (4) 

O(z) = 2z(1 — 72), p(z) — 27 (1 — 2)}2+8 V7, v = — a (ou v — —$); 
pour l'équation (6) 


oz) =72, p(zr)= 2 lez v— — 0%; 


pour l'équation (à) 
G(z)=1, p(z) =e*. 
La condition (10) s'écrit dans le cas de l’équation (4): 


HG) PC ef = 0. 
On peut satisfaire à cette condition en choisissant comme extrémités 
du contour C, pour certaines contraintes aux paramètres @&, GB, y, 
les points s — 0, s — À, s — z ou $ — ©. Pour avoir des solutions 
particulières exemptes de singularités dans le voisinage des points 
z — 0, À, ©, il est bon de choisir comme C des lignes droites joi- 
onant les points s — 0, 1, œ au point s — z. Ces contours admettent 
une représentation paramétrique bien commode: 


Sr Set 72) it (0 TS): 


Ün raisonnement analogue nous donne les formes suivantes des 
contours pour les solutions des équations (6) et (8): 
a) pour l'équation hypergéométrique dégénérée (6) 


Si vt (OL 1), 
S—=Zz(i +it) (0 & i< ©); 


b) pour l'équation d'Hermite (8) 
s—z+i (0LÉE< oc). 
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Utilisant le contour s — zt pour (4) et (6), on obtient d'après la 
formule (9) les solutions particulières suivantes: 


u,(z)=F (a, PB, y, z)— 
1 
— C(as B, y}(4— 2)" %É | at et md, (41) 
(4) 


1 
U,(z)=F (a, y, z)j—C(a, y) e | AR = et dt. (12) 
û 


Les fonctions F («, $, y, z) et F (x, y, z) s'appellent respective- 
ment la fonction hypergéométrique et la fonction hypergéométrique 
dégénérée. Pour le choix des constantes de normalisation C («, B, y) 
et C (x, y), il est bon de poser 


F (a, PB, y, 0) = Fax, y, 0) — 1, 
d’où 


_ 1 TD 

C(x; p; y)=C(«, v) = B (a, y— a) T'(a)T'(y— 0) . (13) 
Ici ['(z) est la fonction gamma et B (u, v) la fonction bêta (voir 
Appendice A). 

Pour les fonctions F (œ, B, y, z) et F(œ, y, z) la condition 
(10) ne peut être satisfaite que sous certaines restrictions sur les 
paramètres. Il sera montré dans le n° suivant que les représentations 
intégrales (11) et (12) permettent d'obtenir le prolongement analyti- 
que des fonctions F (a, B, y, z) et F (œ, y, z) en z et en chacun des 
paramètres sur le domaine où Re y > Re &« > 0. Les prolongements 
analytiques ainsi obtenus vérifient comme précédemment les équa- 
tions (4) et (6) respectivement. Dans ce cas, afin d’assurer l’univa- 
lence de la fonction F (œ, B, y, z) dans (11), il convient d'imposer 
la condition | arg (1 — zé) | x et de faire une coupure dans le 
plan de la variable complexe z le long de l’axe réel pour z > 1. 

Cherchons d’autres solutions particulières de (4) en posant dans 
(5) fa, B, » D = F(a, B, v, 2: 


us (2) = 2 VF (a — y +1, B—% +1, 2 — y, 2), 
U3 (2) ne (1 z)V-a BF (Y — &, Y — p, Ÿ; z). 
D'autres solutions encore se déduisent de celles-ci par le changement 


de « en $ et de $ en «. En particulier, l'équation hypergéométrique 
admet comme solution la fonction 


WU, (z) — (B; Œ Y; z). 


Les représentations intégrales définissant ces quatresolutions existent 
simultanément sous les conditions restrictives suivantes imposées 


13* 
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aux paramètres: O<Reax<1i, O<Re(y — «) <'1i. Puisque 
l'équation hypergéométrique n’admet que deux solutions linéaire- 
ment indépendantes, les fonctions u; (z) doivent être liées entre elles 
par des relations linéaires. Pour y 1 les fonctions uw, (z) et u, (2) 
seront linéairement indépendantes, en raison de leur comportement 
différent pour z— 0. Donc, lorsque y = 1, chacune des fonctions 
us (Z), u, (z) se laïsse représenter par une combinaison linéaire de 
u. (z) et uw, (z). Confrontant le comportement de ces fonctions pour 
z — 0, on constate que 


Us (2) = U(z), w(z) = w(z (Rey >t). 
i.e. pour Re y > 1 
F (æ, 6, Z 2) mn (1 au 0 D: (y TGV — B, V: z). (14) 
Fa, $, y, 27) = F (Pb, à, y, 2). (15) 
Le principe du prolongement analytique permet de supprimer les 
restrictions sur y. Les valeurs de la fonction (1 — z)Y-%-8 dans (14) 
sont prises sur la branche de cette fonction qui est égale à { pour 
z = Ô, ie. | arg (1 — 2) | K n. 
Dans le cas de l’équation hypergéométrique dégénérée, un raison- 
nement analogue conduit aux solutions linéairement indépendantes 
u, (2) = F (a, Y, 2), 
us (2) = 2 VF (a — y +1, 2 — y, 2) 
et à la relation fonctionnelle 
F (a, y, z) = &F (y — a, y, —2). (17) 


À l’aide des relations (14) et (17), on obtient à partir de (11)-(13) 
des représentations intégrales plus simples: 


(16) 


1 
r _ _— L_ | 
F{«x, B, V» DT \: C0) né (A — 26) À dt, (13) 


F(a, y, z)= en (19) 


1 
L T(a)T(y—a@) F L— ie 


En prenant les autres contours on obtient pour l'équation hyper- 
géométrique les paires suivantes de solutions linéairement indé- 
pendantes : 
contour $s = 4 — ({—zjé (0O<Li<!): 


u(2)=F(a Bf,a+bp—y+i, 1 — 2); 


U (= (A —2 TB F (a, v—h,v—-a—fp+ri, 1—z); 
(20) 
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contour s = gt (0<t<): 
mu (2 =2%F (a a —y+i1, a —f$ +1, 1/2) ; 91 
up (2) = 2 BF (B, B— y +1, B— a +1, 1/2). #4) 
Dans le cas de l'équation hypergéométrique dégénérée, le contour 
s—Zz(1+t) (0LÉ< ©) amène la solution 


O0 


(2) = Ga v 2)= Ca y) | et (14) de 
(4) 


La fonction G («, y, z) s'appelle fonction hypergéométrique dégénérée 
de deuxième espèce. L'intégrale définissant la fonction G(&, y, 2) 
est une intégrale de Laplace, ce qui veut dire qu’on a en vertu du 
lemme de Watson (voir Appendice B) 


lim 2%G (a, y, z}—C(ax, y) L (a). 


Il est commode de choisir C («, y) = 1/T (x), pour que la limite 
indiquée soit égale à l’unité. D'où 


| TT À (22) 
0 


| 
GS: Ÿ; z)— 


l'(c) 
Reau=0, Jargz|<r. 


D'après la solution uw, (z) — G(œ, y, z), en posant dans (7) 
f (@, y, z) — G(«, y, z), on construit la seconde solution linéaire- 
ment indépendante 


Ug (2) = efG (y — &, y, —2) 
et on établit la relation fonctionnelle 
Ga, y, 7) = 21%G (a — y +1, 2 — y, 2). (23) 


Les solutions de l’équation (8) s’obtiennent d’une façon analogue. 
Il vient 


u(2=H,(2)=C, | e-t-2tg V1 gg, 
0 


us (z)= 6" H=,; 4 (12). (24) 
u3 (2) = À, (—2), 
U, (z)=e""H_,-1(—iz). 
La fonction H,(z) pour Cy = 1/1 (—v) porte le nom de fonction 
d'Hermite *). 


*) Le coefficient de normalisation C, est choisi de telle façon que le pro- 
longement analytique en v de A, (z) se confonde avec le polynôme d’Hermite 
H, (z) pour v = n (voir 8 21). 
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Citons quelques propriétés élémentaires des fonctions du type 
hypergéométrique qui résultent directement des représentations 
intégrales (18), (19), (22) et (24). On a vu au $ 2 que les dérivées 
d'ordre quelconque des fonctions du type hypergéométrique sont 
aussi des fonctions du type hypergéométrique. Cette propriété géné- 
rale peut être concrétisée à l’aide des représentations intégrales 


établies pour les fonctions F (a, $, y, z), F (a, y, z), G(a, y, 2) 
et À, (2): 


AC ; V: = F(a+1, B+1, v+i, 2), 
d (62 
HP, v2)=-F(@a+t, y+1, 2), (25) 
2 G(a, v 2)=—a6 (a+, y+4 2), 


_s H; (2) =2NH%.:;(); 


En portant les formules de dérivation (25) dans les équations (4), 
(6) et (8), on obtient les relations de récurrence: 


p (æ, B, y, 2) = (a + 1) (B + 1) z (1 — z) p (a+2, B+2, v+2, z)+ 
+ y— (a +B+1)zlp(a +1, B +1, y +1, 2); (26) 

pla, y, 2) = (a +1) zp (a +2, y +2, 2) + 
+(y—z)p(a+i, y +1,32); (27) 

Ga, y, z)= (a +1) zG(a + 2, y + 2, z) — 
— (Y—2)G(ax +1, y +1,22); (28) 
H, (2) = 22H, (2) — (2v — 2) H,., (2). (29) 

Iei 
pla, B,v = Fa B v 2) 

Â 
Ty 


En changeant dans (26) les paramètres & et $ en y — & et y —$ 
et en faisant intervenir la relation fonctionnelle (14), on obtient 
également une relation de récurrence de la forme 


Pa, y, z)— F(aœ, y, 2). 


gloss B, v, 2)=(v—a+1)(y—B+ 1) — pa, B, y+2, z)+ 


+iy—(2v—a—B+1)z— pi B, y+1,2). (80) 
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La relation de récurrence pour la fonction hypergéométrique dégé- 
nérée s'établit d’une façon analogue. On obtient 


pa, Y, 2 = —(ÿ—- ax +1)zp(x, y +2, z) + 
2), PA, 2): (31) 


Les relations de récurrence (26) à (31) facilitent beaucoup le 
prolongement analytique des fonctions du type hypergéométrique. 
Un procédé général d'établissement des différentes relations de 
récurrence sera proposé dans le paragraphe suivant. 


3. Prolongement analytique. Considérons la question du pro- 
longement analytique des fonctions F (œ, B, y, z), F (ax, y, 2), 
G (a, y, z) et H,(z). Voyons tout d’abord quel est le domaine 
maximal des valeurs de l’argument z et des paramètres auquel on 
peut prolonger analytiquement ces fonctions à l’aide de leurs repré- 
sentations intégrales en Vertu du théorème sur l’analyticité d’une 
intégrale dépendant d’un paramètre (voir théorème 2 du $ 3). 

Montrons que la fonction hypergéométrique F (œ, fi, y, z) définie 
par la représentation intégrale 


1 

r a a - 

Fa 8 vds | (2) Pat (82) 
(4) 


est fonction analytique de chacune des variables &, B, y, z pour 
Re y > Rex >>0, | arg (4 — z) | < x. Pour connaître le domaine 
d’analyticité, on doit définir le domaine dans lequel l'intégrale (32) 
converge uniformément par rapport à la Variable z et aux paramètres 
correspondants. On a 


A à 


PO =" ds) 


Pour tout 8 => 0 la fonction w (é) est continue pour la totalité des 
variables dans un domaine fermé 0<t<1, ô<Rea<N, 
S<Re(y— EN, IBISN, IZISN, |'arg (1—6—2) | < 
< nr — Ô; elle est donc bornée dans ce domaine: 


pe Aa) IEC 
(C'est une constante). On a donc dans le domaine considéré 


TC en ee Do ee 
1 
Puisque l'intégrale { Lô-1 (1 — 7)5-1 dt est convergente, l'intégrale 


ô 
(32) définissant la fonction F (æ, fi, y, z) est uniformément con- 
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vergente dans ce domaine et représente à ce titre une fonction analy- 
tique de chacune des variables. 

Comme les constantes 6 et }V sont arbitraires, la fonction 
F (œ, $, y, z) est une fonction analytique de chacune des variables 
dans le domaine Re y > Re &« => 0, | arg (1 — z) |  n. Cette der- 
nière condition signifie qu'on a fait dans le plan de la variable 
complexe z une coupure le long de l’axe réel pour z > 1. 

On montre de même que F.(«, y, z) est une fonction analytique 
de chacune des variables pour Re y > Re &« >= 0, quelle que soit 
la valeur de z. 

L'intégrale définissant la fonction G («, y, z) est une intégrale 
de Laplace, qui a été étudiée dans l’exemple suivant le théorème 1 
de l’Appendice B. Conformément aux résultats obtenus dans cet 
exemple, G («, y, z) est une fonction analytique de chacune des 


variables pour |arg z | < - , ZZÆ 0, Reax>>0. Quand z — co, 


Rea=0et |argz|< ce — £ (£& > 0), cette fonction admet la 
représentation NET) suivante : 


Guen (5 RESRLeo(L)]. 6 


T (a) 2° 


Pour que la fonction G (œ, y, z) soit univoque, il suffit de faire une 
coupure le long de l’axe réel pour z << 0 et de poser —n << arg 2 < 
< 7. La représentation asymptotique (33) reste valable dans ce 
domaine. 

Pour connaître le domaine d’analyticité de la fonction 


{ vi 
—12— 271 
0 


on doit définir le domaine dans lequel l’intégrale converge uniformé- 
ment en zet en v. La convergence uniforme a lieu dans le domaine 
Rezz—N, 8ê—-1<S- Rev —-1<N (NT 0, 8 > 0) en vertu 
de l'évaluation 


pert-2ztg vi) e-t+2Nt (97 { 0 


et de la convergence de l'intégrale 
Lun (rs dt 
0 


Comme les constantes V et ô sont arbitraires, la fonction 7, (2) 
est une fonction analytique de chacune des variables pour Re v << 0. 
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Nous avons obtenu le prolongement analytique des fonctions 
F (a, B, y, z), F (œ, y, 2), G (œ, y, z) et Æ,(z) pour certaines 
restrictions imposées aux paramètres. Les relations de récurrence 
(26) à (31) permettent de supprimer ces restrictions. Remarquant 
que pour les fonctions œ (a, P, y, z) et (œ, 7, z) qui figurent 
dans (26) et (27) la différence y — « est conservée, on peut, en dimi- 
nuant successivement les valeurs de « d’une unité dans (26) et (27), 
obtenir le prolongement ie des fonctions 


(a, P; y; 2) — Ta À (ce: B, y; 2); 


pu, y, 2)=--F(a, y, 2) 


[ (y) 
àa des « quelconques, sous la condition supplémentaire Re (y — &) = 
> 0. Le prolongement analytique des fonctions œ (x, f, y, z) et 
@ (4, y, z) dans le cas de Re (y — &) < 0 s'obtient en diminuant 
successivement d’une unité les valeurs de y dans (30) et (31). D'une 
facon analogue, on obtient le prolongement analytique des fonctions 
G (a, y, z) et H, (z) à l’aide de (28) et (29). 
En vertu de la formule de dérivation 


IC B, Y: z)= afg (a +1, B + 1, v+1, z) 


qui découle de (25), le domaine d'’analyticité des dérivées de 
@ (@œ, B, y, z) par rapport à la variable z et aux paramètres à, f, y 
est le même que pour la fonction œ («, B, y, z) elle-même. Dans ce 
même domaine la fonction œ (œ, fi, y, z) vérifie l’équation hyper- 
géométrique (4), en vertu du principe du prolongement analytique. 
Des considérations analogues s’appliquent aux fonctions œ (&, y, z), 
G (a, y, z) et A, (2). 


$ 20. Propriétés principales des fonctions 
du type hypergéométrique 


Les représentations intégrales établies plus haut pour les fonc- 
tions du type hypergéométrique permettent de dégager les propriétés 
principales de ces fonctions : relations de récurrence, développements 
en séries de puissances, relations fonctionnelles, représentations 
asymptotiques. En étudiant les différentes propriétés des fonctions 
du type hypergéométrique, nous utiliserons largement les résultats 
obtenus dans le Chapitre premier. 


1. Relations de récurrence. Grâce à la méthode proposée au $ 4, 
on montre que trois fonctions hypergéométriques arbitraires 
F'(œ;, B;, v:, 2) (i = 1, 2, 3), au cas où les différences Ai — Up; 

à — x, Yi: — YA sont des nombres entiers, vérifient ensemble une 
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relation linéaire de la forme 
3 
> C; (2) Fi, B;, Y:, 2) — 0, 
= 


dans laquelle les coefficients C'; (z) sont des polynômes. Pour dé- 
montrer cette proposition, considérons l’expression 


si Ci(z) Fa, bi, vi, 2). 


Montrons qu'il est possible de choisir les coefficients C; — C; (z) 
de facon à annuler la combinaison considérée. Pour toute valeur 
fixe de z, en vertu de la représentation intégrale (18) du $ 19, on a 


1 
2 CE (ou, bi, va 2) — | ou ({— 5)" (A—z) PP (6) dt. 
î 0 


Ici œo, Yo — vo, —Bo sont celles des valeurs de @;, y; — &«;, —$; 
qui possèdent la partie réelle la plus petite; P (t) est un polynôme. 
Les coefficients C; = C; (z) sont choisis de façon à vérifier l’égalité 


pot (as) (4 23) 0e p (1) — 
= ped—p ee (Az) RO (I, (1) 
où © (t) est un polynôme. On obtient alors 
D CF (oi, Be va DE (D (12) QE) 6. 
Puisque Re (y, — &o) = min Rey; —a;) >0 et Rea, — 


— min Re &; = 0, le second membre s’annule, si bien qu'on a avec 
des coeïficients C; — C; (z) ainsi choisis une relation linéaire 


D CF (œ, Ba Va 2)—=0. 


En reprenant le raisonnement développé au $ 4, on s’assure facile- 
ment que les coefficients C; (z) (i — 1, 2, 3) sont des polynômes 
(à un facteur commun près). Les relations de récurrence pour les 
fonctions hypergéométriques dégénérées F (@, y, z) s’établissent 
d’une façon analogue, à l’aide de la représentation (19) du $ 19: 


1 
> C;F (œ;, Yi, 2) — | poto tp (+) dé, 
î 0 


où P (t) est un polynôme. Les coefficients C; — C; (z) sont choisis 
de façon à vérifier l'égalité 


PT Let (D LÉ (D QE À 
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où © (t) est un polynôme. On obtient alors la relation cherchée, car 
DC (a, ve 2) =1% (1 —6) "7 %ertQ (6) [6 = 0 
pour Re y; > Re &; > (. 
Changeant t en —t dans la représentation intégrale (22) du $ 19, 


on déduit pour la fonction G (x, y, z) une représentation analogue 
à la représentation intégrale (19) de F (œ, y, z) du $ 19: 


G(ax, y, z 


(4) 
| 4) (HN et dé. 


La représentation obtenue ne diffère de la représentation intégrale 
de F (a, y, z) que par un facteur et les bornes d'intégration. Par le 
même raisonnement que ci-dessus, on s’assure sans peine que les 
fonctions 


int l(y— «&) 
G(ax, y, z) et e Re — T5) Fa, y, 2) 


vérifient les mêmes relations de récurrence. 
Déduisons, à titre d'exemple, la relation de récurrence liant 
F'(œ, y, z) et F (x + 1, y, z). On a alors 


dl = ed, at 
Yo— Lo = YŸ — a — I. 
À un facteur indépendant de t près, le polynôme P (t) s'écrit 
P (9 = Cia (a — 1) (1 — 1) + Ce @ (y — a) (1 — À) + 
+ C3(Y—a)(y—ax—1)#. (3) 
Le degré du polynôme © (ft) étant égal à zéro, on peut donc poser 
OQ (t) = 1. L'égalité (2) devient alors 
2 (AT D (= Let (A — NT. 
D'où 
PH =z21(1—-t) + (a —1)(1 —5i)  — (y —- ax —1)t. 


Portant cette égalité dans (3) et identifiant les coeïlicients de mêmes 
puissances de t dans les deux membres de l’égalité, on obtient 


: 24 — y +2 1 
Ci=—, non: 8 ya" 


Il vient définitivement 
(y — a) Fa —1, y, 2) + (2a — y +2) F (x, y, 2) — 
— aF (a + 1, y, z) = 0. 


204 FONCTIONS HYPERGÉOMÉTRIQUES [CH. IV 


2. Développements en séries de puissances. Pour obtenir les dé- 
veloppements des fonctions F (œ, $, y, z) et F (œ, y, z) en séries 
de puissances de z, on peut faire intervenir les représentations inté- 
crales (18) et (19) du $ 19, ainsi que les développements des fonc- 
tions (1 — zt) P et ei: 


CO 
(zt)7 
ezt — >. ma ‘ 


n—=0 


> (4) 
(A— 2) — ” GNT EVE 


n | 
n—=0 


l'(P+n) 

Si |z | << 1, la série (4) converge uniformément pour 0 << 1, 
si bien qu’on peut permuter la sommation et l'intégration dans la 
représentation intégrale correspondante. Îl vient donc pour Re y = 
> Rea>0 


j 
a. [ (y) rs on pn+a— __AYV-%-i E 
Fa, f, y, DE TOT GS. > 2 z L (1 — 5) dt — 


_- s (t}n (Br , 
EE 2 (Y}n nr ! ° (9) 
n=0 
On obtient de même pour F (œ, y, z), quel que soit z, 
F(@, 9 2)—= 2 Gin AS (6) 


(Vin nr! 
= 

Le développement (6) de F (@, y, z) ne diffère du développement 
(9) de F (a, BP. y, z) que par l’absence du facteur (B), dans chaque 
terme de la série. On donne à (5) l’appellation de série hypergéo- 
métrique, et à (6), de série hypergéométrique dégénérée. 

D'après le critère de d’Alembert (voir la remarque au théorème 
de Weierstrass dans le $ 14), les séries (5) et (6) sont uniformément 
convergentes par rapport à toutes les variables dans n'importe quel 
domaine fermé de variation de ces dernières exempt de valeurs entiè- 
res négatives et nulles de y; en ce qui concerne la série (5), il doit 
y avoir en outre |z | qg << 1. En vertu du théorème de Weierstrass 
(voir $ 14), ces séries sont donc des fonctions analytiques de chacune 
des variables pour y =£ —4 (k — 0, 1, 2, . ..) et avec accessoire- 
ment | z | 1 pour la série (5). Conformément au principe du pro- 
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longement analytique, les développements (5) et (6) restent valables 
dans tout le domaine indiqué de variation des variables. 

Si a = —m(m = O0, 1, ...), la série hypergéométrique (9) 
est tronquée, si bien que la fonction F (&4, $, y, z) est un polynôme 
de degré m en z. Ce polynôme a aussi un sens pour y = —ksim<k, 
car (ÿ)h = (—k), 0 quand n<m. Puisque F (x, B, y, z) — 
— F (6, «x, y, z), il en est de même lorsque $ — —m. Des considé- 
rations analogues s’appliquent également au cas de la série (6). 

Pour développer en série la fonction hypergéométrique dégénérée 
de seconde espèce G (œ, y, z) et la fonction d’Hermite À, (z), on 
fera intervenir les relations fonctionnelles qui expriment ces der- 
nières à l’aide des fonctions F (&@, y, z) (voir n° 3 ci-après). 

Dans certains problèmes on utilise de les fonctions hyper- 
géométriques généralisées LF 4 (1, Go, . . A 
dont les développements généralisent les Séries (5) et (6): 


p Fo(ctys os A Pas Pos +. Bas 2) = 


=> 4 (Si)n (Ho)n --. (&p)n 
1) )n (Bohr --- (Ba)n nl ° 


Les séries pour ces fonctions ne convergent que pour p < Q 
encore qu'avec p —= qg + 1 la série ne converge que pour |z | 
On a dans les notations adoptées 


F (a, 5; Ÿ: 2) — F3 (x,  ; Ÿ; 2), 
F (x, Y: z) TE 11 (a ; Y;: z). 


3. Relations fonctionnelles et représentations asymptotiques. Les 
relations déduites plus haut 


F (a, B, y, 2) = (1 — 2) 28 F (y — a, y — P, y, z), (7) 
F (a, P, y, z) = F(P, &, y, 2) (8) 


sont des exemples des relations fonctionnelles entre deux fonctions 
hypergéométriques qui dépendent d’une même variable z. On peut 
indiquer des relations fonctionnelles qui lient entre elles des fonc- 
tions hypergéométriques de valeurs différentes des variables. Dans 
le n° 2 on a obtenu plusieurs paires de solutions linéairement indé- 
pendantes de l’équation hypergéométrique qui se laissent exprimer 
à l’aide des fonctions hypergéométriques des arguments z, À — 2, 
1/z. Puisque l’équation hypergéométrique admet tout au plus deux 
solutions linéairement indépendantes, n’importe laquelle des solu- 
tions x (z) peut être représentée sous Îorme de combinaison linéaire 
de solutions linéairement indépendantes uw, (z) et u, (z) d’une paire 


quelconque : 
u (z) = Ci (2) + Couz (2). (9) 
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Signalons une propriété fort simple des coefficients ©, et C,: 
si, dans un domaine quelconque de variation des nombres «&, f, y, z, 
les fonctions u (z), u, (z), u, (z) et leurs dérivées par rapport à z sont 
des fonctions analytiques de chacune des variables, les coefficients C, = 
= Ci (a, PB, y) et C, = C; (x, B, y) seront eux aussi des fonctions 
analytiques de chacune des variables dans le même domaine. 

Cette propriété est immédiate. En effet, il suffit d'écrire les coef- 
ficients C, et C, sous forme explicite : 


C W (u, u:) Ce W(u,, u) (10) 


1 W (u,, ue) ? n W (u,, u2) ” 


[ci 
W (7, g) = (2) g (2) — f (2) g (2) 


est le wronskien qui, pour des fonctions linéairement indépendantes, 
est distinct de zéro. Pour connaître les coefficients C, et C, il suffit 
donc de les exprimer sous des conditions supplémentaires imposées 
aux paramètres et d'appliquer ensuite le principe du prolongement 
analytique. 

Soit u (z) = F (œ, B, y, z). Pour déterminer les coefficients C, 
et C, dans le développement (9), nous utiliserons les relations fonc- 
tionnelles (7), (8) et les valeurs prises par w (z) dans les points sin- 
guliers z = 0, 1, co. De la représentation intégrale (18) du $ 19, on 
tire pour Rey Reax> 0, Ref <0 


1 
…L F (y) GA pa a Y-m-B-1 7, 
lin F (a, BP Dre |: (A—+) dt— 
FY PSS) 
_ F(—-aT(r—$) ? 
1 
; F (a, B, Y, 2) … F (y) œ—B-1 _ V-æ—1 3 —_ 
_ (— 2) _ P(&)P(y—a) L VER 
_ TT (œ—h) 
P(a)T'(Y—$) ” 


Ici | arg (—z) | x. En outre 
F (a, B, y, 0) = 1. 


Développons F'(x, f, y, z) suivant les fonctions hypergéo- 
métriques des variables À — z et 1/2: 


Fa, B, y, 2 = Ga, BP, VF, BR, a +$—v%+i, 1 —2) + 
+ Co a, B, y) (1 — 2) 28 x 
X F(y—a, y—$,y—-a—f$p +1, 1 — 72), (11) 
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EG: B, Y; z) Fe 
= Dia, B, » (D (a a —y+1, a —8B+1, 1/2) + 
+ D, (æ, p, y) (—z2) PF (B, B — y + 1, bp — «a HA 1e 1/2). 
(12) 


Passant à la limite dans (11) pour z — 1 et dans (12) pour z — , 
on obtient pour Rey > Re & > 0 et Re f < 0 


_ FE (—-a—f) _ T(PT(a—$) 
AGREE TG Tes ee RE TEE 


Pour déterminer les coefficients C, (œ, B, y) et D, (a, B, y), ïl 
suffit d'utiliser dans (11) la relation fonctionnelle (7) et dans (12) 
la relation (8). Il vient 


r 
Cala, BP, Y)= Ci — a y —B$, (DEA EL Col em) PR 


T (œ) l'(B) 
T'(B_— 
Dia, B D=Da(B & = RES 


Ainsi donc, 


Ty T(y—a— | 
F(a, P, y, 7) = OR F (a. B, a+p—y+1, 1—2)+ 
DU r TT PV) 44 ,7-c-8 


re V—B;, y—a—$B+t, 1—2), (15) 


F [ (— —œ 
F (@, B, Ÿ = RE (—2) 


4) [ (y) L (a — = 
x F (a a—y+1, a—f$p +1, ++ (—2) Br 


x F (PB, B—y+1, B—a+1, =) (arg(—z)1<x). (14 


En vertu du principe du prolongement analytique, les relations (13) 
et (14) restent valables pour toutes valeurs de &, f, y. 

À partir des développements (13) et (14), on détermine sans diffi- 
culté le comportement de F (œ, B, y, z) pour z — 1 et z — en 
utilisant les développements en série des fonctions hypergéométri- 
ques des variables 1 — zet 1/z. Les différentes combinaisons de (13), 
(14) et (7) permettent de déduire bien évidemment beaucoup d’autres 
relations fonctionnelles, qui à leur tour permettent d'exprimer la 
fonction F (œ, B, y, z) à l’aide des fonctions hypergéométriques des 


variables 4/(1 — 2), 1 — 1/2, 1/(1 — 1/2) = © (Voir Rappel des 


formules principales). 
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Les relations fonctionnelles pour les fonctions hypergéométriques 
dégénérées s’obtiennent d’une façon analogue. On a 
Ga, v, 2) = Cie, v) F (a, y, à + 
+ Ca, YAVF (a —y+1, 2— y, z). (19) 
Cherchons le coefficient C, (x, y). À cet effet, supposons provisoire- 


ment que Re y — 1 > Re x > 0, z => 0, et passons dans l'égalité 
(19) et dans l’égalité (22) du $ 19 à la limite pour z —- 0. Il vient alors 


Lis (oh: v)= lim 277 6 (a, V2) 


ZtHCL — À v-ax-i _ 
Nu. 
Tor a) | essai (z+ 57471 ds = 

0 


OO 


— 1 _ScYÿ—2 Ds RS en 0 
— T(a) je BE 
0 


Pour déterminer le coefficient C, (æœ, y), il suffit de faire intervenir 
la relation (23) du $ 19: 


G(a, y, 2) = 2% G(a — y +1, 2 — y, 2). 


Il vient alors 


4 RER 
Cilas v)= Cou —v +1 27) = 


ot on à 
On a donc 
Tr ( 
G(c, Ve = F (a Ÿ: z) + 
> — À 
LAVE (a — y + 1, 2—7Y, z). (16) 


Cette relation permet de développer G (œ, y, z) en série suivant les 
puissances de z (cf. la formule (6)). A l’aide de l’égalité (16) et de 
l'égalité (17) du $ 19, on obtient la représentation de F (œ, y, 2) 
sous forme de combinaison linéaire de G (a, y, z) et de 
eG (Y—a, y, —2). 
Il vient 
G(Y—X, Y, —2)= Te F(v—a, y —2)+ 
T (1 — 


T1 y 2 Ÿ) 
+ ES (— 2)  VeF({—a, 2—7Y, —z)=— Tao P Co V2 2) + 
p CPE) 


+ (27 F(a—y+i 2-7 2) (16e) 
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Ici 0  arg (—z) < x, d’où il découle que 
ER (1—7Y)  — 2 MES HN 
à condition que —n << argz< x (le signe positif correspond au 
cas de O0 <'argz < x). Eliminant entre (16) et (16a) la fonction 
Zi VF (a—y+i, 2 — — Y, 2) et appliquant la formule de complément 
de la fonction gamma, on aboutit à la relation fonctionnelle: 


F(œ, y, 2) = 6706 (œ, y; z) + 
+ etir @-V G (ya, V: — 2) (17) 


(le signe positif correspondant à 0  arg z < x, et le signe négatif à 
—x << arg z L 0). La relation (17) permet d'établir la représenta- 
tion asymptotique de la fonction F (æ«, y, z) pour z — œ (cf. la 
formule (33) du $ 19): 


F(œ, y, 2=r 2" [> TE E +0(—+ } | + 


— 1 
+roes(S Re +0(+)]. (9 


En calculant (—z) *et z%°Y, on doit poser dans (18) —n << arg (—2) < 
Lret—-rn<agz<LT respectivement. 

Cherchons à présent les relations qui existent entre les différentes 
solutions de l'équation d'Hermite: A, (+z) et e-7* H_,, (+iz). 
A cet effet, appliquons les formules (9) et (10). Les wronskiens figu- 
rant dans (10) se calculent sans difficulté pour z — 0 à l’aide des 
valeurs de À, (0) et de 7, (0). Ces dernières se calculent facilement 
à leur tour pour Re v << 0 à l’aide de (24) du $ 19 et de la formule de 
duplication de la fonction gamma : 


9 ; 2V+1 7 
HO, no VE, (19) 
j (- 2 | ù (—+) 
En vertu du principe du prolongement analytique, ces formules res- 


tent vraies pour v quelconque. On aboutit finalement aux relations 
fonctionnelles suivantes pour la fonction d’'Hermite: 


V 
H, (2) = 2 Se 


PL LM 
ele 2H_,u(izj+e ? H_,_1(— i2)], 


: v+1 mr. 25 ; TOI) 
H (= env, (2) RÉ TH (in), 


9 v+1 2 rm(v+1) 
EVE. 2 H_,_(iz). 


H,(2)=e-iH, (—2)+ 


14—0592 
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On obtient une autre classe de relations fonctionnelles en mettant 
à profit la symétrie de l’équation différentielle par rapport au chan- 
gement de z en —z. Supposons que l’équation du type hypergéomé- 
trique 
GO (z)u” +T(z)u" + Au = 0 (20) 
reste inchangée quand on passe de z à —z, i.e. 
C(—z)=0C(z), T(—z) = —7 (2). 


Dans ce cas 
O (z) — 0, (2°), T(z) = uz. 


Ici ©, (z) est un polynôme de degré non supérieur à { en s, et u est 
une constante. À la suite du changement s — z°, u (z) = v (s), l’équa- 
tion (20) devient 


4so, (s) v” + 2 [o, (s) + us] v + Av = 0. (21) 


L’équation (21) est toujours une équation du type hypergéométrique. 
Aussi toute solution u (z) de (20) se laisse-t-elle représenter sous forme 
de combinaison linéaire de deux solutions quelconques linéairement 
indépendantes v, (s), v, (s), de (21). On aboutit ainsi aux relations 
fonctionnelles qui lient entre elles les fonctions du type hypergéo- 
métrique de la variable z et celles de la variable s = 22. 

Considérons quelques exemples caractéristiques. 


Exemple 1. Supposons que la fonction u (z) satisfait à l’équation 
A — zu" — (a + B + 1) zu — fu = 0 
qui ne varie pas quand on change z et —z. Réduisant cette équation 


à la forme canonique par le changement £ — (A + z), on s'assure 
sans peine qu'elle admet comme solution la fonction 


1 1+ 
u()=r (op, EE, LS), 


D'autre part, le changement s — z?, u (z) = v(s) nous conduit à 
l’équation 


” 1 2 
s(Î—s)v (re ;) U À y =0 


dont les solutions se laissent exprimer à l’aide des fonctions hyper- 
géométriques des variables s, 4 — s, {/s, etc. Comme les fonctions 
hypergéométriques Æ («, f, y, z) sont exemptes de singularités 
pour z — 0, il est naturel de mettre la fonction u, (z) sous forme de 
combinaison linéaire des fonctions de la variable 1 — s — 1 — 7°? 
et de chercher les coefficients de cette combinaison linéaire en s’ap- 
puyant sur le comportement de la fonction uw, (z) pour z —> —1. 
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Conformément aux formules (20) du $ 16, on a 


F (a. Les, =) = CF (=; ES, 1—2)+ 


1—-x—-p 


5 pfia 1—B 3—a— 
+ C2 (1— 2?) . F(—-, +, co A 1-2). 


Si a + B >> 1, la relation précédente nous donne C, = 0, C, =1 
pour z—>—41, ji.e. 


A++ +2) œ p 
F (a, B; NES. = )=r(+, + 
ce qui équivaut à l’égalité 
{ { 
F (2, 2B, «a +B+—, t) =F (0, B, a+ p+., kt (1—5)) . 


En vertu du principe du prolongement analytique cette relation 
reste vraie pour des & et $ quelconques. 

Exemple 2. Considérons l’équation pour ia fonction d’'Hermite 
u = T, (2): 


2 


cn a 122) , 


u” — 2zu + 2vu = (. 


Cette équation reste inchangée quand on passe de z à —z. Posant 
S = z?, u (z) = v(s), on obtient l'équation 


SU” + (+5) + D 0 


dont les solutions se laissent exprimer à l’aide des fonctions hyper- 
géométriques dégénérées : 


v(s)= CF (——+., +, s) ariies s). 


D'où 


nO= OF (3, 4 #)+0ar(L, 2, à) 


Il est facile de voir que 
C1 = H, (0), C3 = Hv (0). 
On aboutit donc, en utilisant (19), à la relation 


HG@=VE r(_ > _. 2)— 


r(—) 


14% 
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À l’aide de (22) et du développement (6), on arrive à développer la 
fonction d'Hermite À, (z) en une série de puissances. 

Si —1x/2 << arg z  x/2, cette relation se transcrit à l’aide de 
(16) sous la forme 

Î 
H,()=2G(—+, +, 2). (23) 

À partir des relations fonctionnelles (22) et (23), on obtient la repré- 
sentation asymptotique de la fonction d’'Hermite en utilisant les 
représentations asymptotiques établies plus haut pour les fonctions 
hypergéométriques dégénérées F (œ, y, z) et G (œ, y, z). En parti- 
culier, pour —x/2 << arg z Lax/2 on a 


H, (z) = (22) [1 + O (1/2?)]. (24) 


Notons que toutes les relations fonctionnelles déduites ci-dessus 
cessent d’avoir un sens pour certaines valeurs des paramètres: il 
s’agit des cas où les relations indiquées contiennent les fonctions 
F (a, B, y, z)et F (œ, y, z) dans lesquelles y = —n (n = 0, 1, . ..). 
Lorsque ces cas se présentent, il convient de prendre au lieu de 
F (œ, B, y, z) et F (œ, y, z) les fonctions 


| 
(ax, BP, y; 2)= 5 F (0 PB; Y: 2) 
et 


{ 
œ(@; y: 2)= 5e À Y: 2) 


et de lever l’indétermination d’après la règle de L’Hospital pour 
y — —n de la même façon que dans le cas des fonctions cylindriques 
H,4,9 (z) pour v = n (cf. $ 14, n° 4). 

Exemple 3. Examinons, à titre de cas particulier, la relation fonc- 
tionnelle (16) pour y = n (n = 1,2,...). Remplaçons dans cettere- 
lation les fonctions F (&, y, z) par les fonctions œ (&, y, z) et ap- 
pliquons la formule de complément de la fonction gamma (voir 
Appendice À): 


A UT (a, Y, 2) 1 _ _ 
BG 9 mer Learn Te Pa—v+1,2-v 2] 
(25) 


La valeur de y — n dans le second membre de (25) est un point sin- 
gulier apparent. Passons dans (25) à la limite pour y —- nr. Calculant 
les limites par la règle de L’Hospital, on obtient 


G(a, n, z)=(—1)" [re | 


4 ) 
5e 5 [27% (a—y+1, 2—7, 2)]} 


V=n 
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En faisant intervenir le développement de @ (&, y, z) en série sui- 
vant les puissances de z, on en déduit le développement correspon- 
dant de G(x, n, 2): 


(@)r 2% 


Go me 2 ETAT Er: 10 * 
hk=—=0 


(a— nt A)n z-n+1 


x Lp(a—n+1)—-p(R+ IEP re * 


k=0 
x [In z+p(a—n+1+4)—vpa—n+1)—#@(2—n+x)]. (26) 


Ici 4 (z) est la dérivée logarithmique de la fonction F (z) (voir Ap- 
pendice A). Si dans la dernière somme de (26) on a 2—n +k — 
— —S$s(s — 0, 1, ...), il convient de prendre en considération les 
relations 
1 _. V(—s) __4\s+i 
ser = (0, ENT = 1)r sl 

Il convient donc de décomposer la dernière somme de (26) en deux 
parties dont la première contiendra les termes pou 0<k<n— 2, 
et la seconde, pour k => n — 1. Il est commode de changer l'indice 
de sommation k dans la première partie de la somme en n — 1 —k, 
et dans la seconde, en n — 1 + k. On obtient finalement 


n—1 
… CD (— 1) LEA)! 8 
Ga, n, z)=— m—#1IT(@—n+1) 2 (a— ka (n— Ex ” + 


(@)z zh 


LD RE Unz+p(a+k)—p(r+#)—p(%+1)1} (27) 
R=0 


(pour n = 4 on admettra que la première somme s’annule). 


4. Cas spéciaux. Considérons le problème de choix des solutions 
linéairement indépendantes de l'équation hypergéométrique pour 
des nombres «&, B, y quelconques. Si + = n (n = 0, +1, 2, ...), 
l'équation hypergéométrique admet comme solutions linéairement 
indépendantes les fonctions 


u, (2) = F'(œ, $, y, 2), 

Ua (2) = 2 VF (a — y +1, B—y +1, 2 — y, 2). 
Si, par contre, y = n, une de ces fonctions n’a plus de sens, et la 
question se pose de chercher la seconde solution linéairement indé- 
pendante de l’équation hypergéométrique. 


Plaçons-nous d’abord dans le cas où y = n(n—1, 2, 3, ...) 
et les nombres &, 6 et &« + B ne sont pas des entiers. On peut uti- 


Qi L''UINULLUINY LL LE LIU IS) LYLIS L LRILNY UV 1410 ps LY 
EEE 


liser comme solutions linéairement indépendantes les fonctions 
Fa, $f,n,z)et Fa, B, a +$ — n +1, 1 — 2). 


Pour voir si ces deux fonctions sont bien linéairement indépendantes, 
examinons leur comportement pour z +0. On sait que F' (x, 6, n, 0) — 
— 1, Afin d'étudier le comportement de la fonction F (œ, B, & + 
+ $f— n + 1,1 — z) pour z — 0, nous ferons intervenir la relation 
fonctionnelle qui se déduit de (13) en remplaçant y par & + b — 
— y + 1 et z par 1 — 2: 


Fa, P, a+ B—y+i, 1— 727) — 


ru 
=T(a+B—-r+0 SF (co Ps V; 2) + 
L'(y—1) 


TTaore 21-VF(a—7y+1, B—7Y +1, 2 — 7, 2) |. (28) 


Afin de lever l’indétermination pour y — n dans (28), on remplacera 
les fonctions hypergéométriques par les fonctions 


4 
pa, BP, v, 2) = (@ b, v, 2). 


À l’aide de la formule F (2) l (1 — z) = x/sin sz, on mettra (28) 
sous une forme différente : 


Fa, B, a+B—7y>+t1, 2 


=T(a+p— v+ ln ®(œ, PB, y; 2) 


TN Eee — 
I .7l— = 
ra rh Bit 2 9]. 09 


La valeur de y — nr dans le second membre est un point singulier 
apparent. Passons dans (29) à la limite pour y — n en calculant les 
limites par la règle de L’Hospital : 


Fa, PB, a+Bf—-n+1, 1—72)— 


: ra RER — 
=(—1)T (œ+$ n+1){ | v+0T(B— 5] 
1 


Ô 
Thor 2 (2 p(a—vri, P—y+t1, 2 — "y; )1} |, 
_{ LA = _90 ____ Fa, B, %, 2) |] 
= Het) ler eo 


Re ee | 2 VF (a—y+i, B—y+i, 2— y, 2) |} 
P'(a)T(B) 67 '(2—Y) 


V=n 
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D'où 
Fa, Bb, a+B—n+1, 1--27) — 


(— 1) F(a+f—n+1) 
Tant 1)T(B—r+1)(n—1)l UpGa—n+t)+ 


+pB—n+1)—p(n)lF (x, fB, n, z)+D(, b, n,z)}, (50) 


où 
2 D'(aœ—y+1) D(B—y+1)T | 
D (a, 5, Y: 2) F (a, b, Ÿ, Z ET 
Ô _. F(a—y+i, B—y+i, 2—7, 2) 
D OC 


Développons la fonction D (x, $, n, z) en série suivant les puissan- 
ces de z; à cet effet, nous utiliserons les développements correspon- 
dants des fonctions hypergéométriques. On a pour [z2|[ << 1 


Da B, v 2 => DEEE np (a) — Cv + 1 + 


(a—Y+1+k) LP (P—y+i+k) _ 
Far ET EE AIT C—-y+H) REX 


x [ln 2 + play +140) (ay + 1) + 
Hp (B— y +1 E) —p(B—y+ 1) —p(2—v+ D). 


Faisant dans cette relation, pour y = n, les mêmes transformations 
que lors du passage de (26) à (27), on obtient 


n—1 
EL (—1)k-1 (k—1)1! : 
DB 202 Diem Ge + 


+2 OR 2% fin + p (ak) (@ — n +1) + v (B+0— 


—VP—n +1 +vp() —vp(n+A) —wp(% +1). (32) 


Cette expression garde aussi un sens pour nr —= 1, à condition de 
poser la première somme de (32) égale à zéro. 

Les expressions (30) et (32) permettent de voir que, lorsque les 
nombres &, B et &« + 5 ne sont pas des entiers, les fonctions 
F(a,f,n,z)et F (&, B,a + B — n + 1,1 — z) sont linéairement 
indépendantes, car elles se comportent de façon différente quand 
z— 0. On peut donc choisir comme solutions linéairement indé- 
pendantes de l’équation hypergéométrique, dans le cas considéré, 
les fonctions ACT B, n, z) et Fa, B,a +B—n+1, 1 — 2). 
Il est préférable d’ adopter comme seconde solution linéairement indé- 
pendante, au lieu de F (&, B, & + B — n + 1, 1 — z), la fonction 
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D (œ, P, n, 2), Car il devient possible alors d’affaiblir les contrain- 
tes imposées aux paramètres & et $. En effet, il découle de la formu- 
le (30) que ® (x, P, y, z) est solution de l'équation hypergéomé- 
trique pour y = ñn si a, B et &« + $ ne sont pas des entiers, car cette 
fonction représente une combinaison linéaire de deux solutions de 
l'équation indiquée, à savoir: F(a, B, n, z) et F (a, B, œ& + 
+ $— n +1, 1 — z). D'autre part, la fonction ® (&, f, n, 2) 
et ses dérivées par rapport à z sont des fonctions analytiques de cha- 
cune des variables pour | arg z | < x, ainsi qu’il résulte de (31), 
quelles que soient les valeurs des paramètres, à l’exception du cas 
où le facteur 
l'(a—n+1)T(P—nr+1 

L (œ) F (b) = 

 (a—1)(a—2) ... (a—n+1)(B—1)(B—2) ... (B—n+1) 
devient infini, ce qui a lieu pour & = 1, 2, ..., n — 1 ou 6 — 
— 1, 2,..., n— 1. Pour cette raison, quand y = n(n = 1, 
2, . . .) et 
F(a—n+1)l(P—nr+1 
F GT ls 


l'équation hypergéométrique admet comme solutions linéairement 
indépendantes les fonctions F Ge B, n, z) et D (x, f, n, z). Par 


contre, quand y=n(n = 1, 2, ...) mais 
T'(a—n—+1) PT 
L (x) T (6) | 
les deux solutions linéairement indépendantes de l’équation hyper- 
géométrique, de même que pour y 0, +1, . .., seront les fonc- 


tions F (a, B, y, z) et 27V%F (a — y +1, B—y<+1, 2 — y, 2), 
puisque cette dernière fonction a un sens pour y — n et pour des 
a=1,2,...,n—1ouf$—=1,2,..., n — Î entiers. La fonc- 
tion en question est dans ce cas un polynôme, vu que les nombres 
œ — y + { ou B — y + 1 sont des entiers négatifs plus grands que 
2 — y (voir n° 2). 

L'expression (32) de ® (œ, BP, n, z) devient indéterminée quand 
a ou $ prennent les valeurs 0, —1, —2, . . . On arrive à lever l’indé- 
termination pour &œ = —m (m = 0, 1, ) en appliquant les 
formules de complément des fonctions T (2) et 1 (z) avec z < 0: 


(ca (a+) — (a 2 + 1)] lon = 
(— 1% (k—m—1)! (a+k>0), 
=| CO EE LP Om + AR) — pm + 7)) (a+ E<O) 


L'’indétermination est levée d’une façon analogue dans le produit 


(Ba Lip (B + 4) —p(B— 2 +1) pour 6 = 0, —1, —2, 
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Reste à considérer le cas où l’on a dans l’équation hypergéomé- 
trique y = —n (n = 0, 1, ...). Ce cas se laisse cependant réduire 
au précédent: en effet, rappelons-nous que l'équation hypergéo- 
métrique pour la fonction w (2) se réduit, moyennant le changement 
u — Z1-Yy, à l’équation hypergéométrique pour y (z) aux paramètres 
a'=ga—vy+1,P —B—y+1, y’ — 2 — y (voir $ 19, n° 2). 
Ainsi donc, quand y = —n, l’équation hypergéométrique admet 
comme solutions linéairement indépendantes les fonctions suivantes : 


a) U ()=2F (Qatn+i, f+n+i, n +2, 2), 
ua (2) = 2 tD{a+n+i, Bf+n+i, n +2, 2), 


sl 
L'(x) F(P) : 
F@+n+NT nt) 75 
b) u, (2) = F(&, B, —n, 2), 
Uo (2) = 2 Fa +tn+iÂ, B+n<+i, n +2, 2), 
si 


[ (œ) F (PB) a 
P(a+n+1)P(B+n+1) 

Les considérations exposées permettent donc de définir toutes 
les solutions linéairement indépendantes de l’équation hypergéo- 
métrique et de l’équation hypergéométrique dégénérée, quelles que 
soient les valeurs des paramètres figurant dans ces équations. 

Nous donnons en conclusion un tableau qui résume les paires de 
solutions linéairement indépendantes uw, (z), u, (z) de l’équation 
hypergéométrique en fonction des valeurs de &, f et y. 


Tableau 4 
Solutions linéairement indépendantes de l’équation 
hypergéométrique (cas spéciaux) 
Ÿ | œ, B u1 (2) u2 (z) 
va Of, &, f quelconques F (a, B, y, z) 21=VF (a, B', y',2) 
(&")}m (B'}m = 0 idem idem 
v=1+m, 
= 0,:1l:2.. | 
(&')}m (B')m # 0 idem D(a, B, y, 2) 
(&)m (B}m — 0 idem L'ORGANE 
Y=1—m, 
m = 1, 


(@&)m (B)m # 0 |z!-YD(a', B', y’, 2) idem 


li @h=a@tD tél, G@h=Lo=a vtt, 
BP =p—7y+1, "=2—7. 
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$ 21. Représentation de quelques fonctions 
spéciales à l’aide des fonctions du type hypergéométrique 


Beaucoup de fonctions spéciales que l’on rencontre dans les problè- 
mes de physique mathématique et théorique se laissent exprimer à 
l’aide des fonctions du type hypergéométrique : la fonction hyper- 
géométrique F (œ@, B, y, z), les fonctions hypergéométriques dégé- 
nérées FF (œ@, y, z) et G(æ, y, z), la fonction d'Hermite À, (2). 
Cela permet d'appliquer aux fonctions spéciales intéressées les ré- 
sultats obtenus précédemment pour les fonctions du type hypergéo- 
métrique : développements en séries de puissances, représentations 
asymptotiques, relations de récurrence, formules de dérivation. 
Nous allons considérer quelques exemples caractéristiques. 


1. Quelques fonctions élémentaires. Les fonctions les plus simples 
sont F(œ, O0, y, z), F (0, y, z) et G (0, y, z). En effet, les séries 
de puissances correspondantes et la relation (16) du $ 20 permet- 
tent d'obtenir 


F (a, 0, y, z) = F (0, y, z) = G (0, y, z) = 1. 
Les relations fonctionnelles (14), (17) et (23) du $ 19 nous donnent 
F (a, PB, P, 2) = (1 — 2) SF (8 — &, 0, $, z) = (1 — 2), 
Fa, «, z) = e&F (0, &, —z) = €, 


G(a, à +1, z) = 27%G (0, À — &, z) = 77%. 


2. Polynômes de Jacobi, de Laguerre et d'Hermite. Polynômes 
orthogonaux classiques d’une variable discrète. On a vu au $ 2 que 
les solutions polynomiales de l’équation différentielle du type hyper- 


géométrique 
G(z)y +T(z)y +y =0 (1) 


se laissent définir de façon univoque, à un facteur de normalisation 
près. Il suffit donc, pour définir les polynômes du type hypergéo- 
métrique, de connaître toutes les solutions particulières polynomiales 
de (1). D'autre part, les solutions de l’équation (1) se laissent ex- 
primer à l’aide des fonctions hypergéométriques, des fonctions hyper- 
géométriques dégénérées ou des fonctions d'Hermite, ce qui dépend 
du degré du polynôme © (z). Cela permet d'établir la relation entre 
les polynômes de Jacobi, de Laguerre, d'Hermite d’une part et les 
fonctions F (œ, PB, y, z), F(œ, y, z), G (œ, y, z) et A, (z) d'autre 
part. 

4) Polynômes de Jacobi. Pour les polynômes de Jacobi P(@:.8) (z) 
l'équation différentielle s’écrit 


A—z2)y" +B—-a—-(x +8 +2)zly + 
+nin+a+$p+1)y = 0. 
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Par le changement z — 1 — 2s, on la réduit à l’équation hypergéo- 
métrique 


SL —s) y" + [vi — (or + Ba + 1) sl y” — œifiy = 0 

dans laquelle &, = —n, jf, =n+a+f$ +1, y, = B + 1. Cette 
équation admet comme solution particulière polynomiale la fonction 
y (2) = F(œ, Pi, Yi 5) — 

= F(—n,n+a+B+i, œ +1, (1 — 2)/2). 
On a donc 

PV (2) =C,F(—n, n+a+B+1, «+1, (1—72)/2). 

La constante C, se détermine sans peine en posant z = 1 (voir $ 7, 
n° 2). On obtient alors 


T'(n+ati . 
PP (7) = Ep (—n, n+a+B+i, «+1, SE). (2) 
La relation (voir $ 6, n° 6) 
PR D (2)=(—1) PE 9 (—7) 
permet d’écrire (2) sous forme équivalente : 
p® p) (z) == 


mr Â { 
= 7 (mn, n+a+B+t, +1, HE). (8) 


Posant dans (2) et (3) « = $ = 0, on arrive à exprimer les polynômes 
de Legendre à l’aide des fonctions hypergéométriques: 


P,(2)=F (—n, n+1, 1, + )= 


=(-WE (nr n41, 1 SE). 


2) Polynômes de Laguerre. L’équation différentielle pour les poly- 
nômes de Laguerre ZL@ (z) 


2y" + L+a—z)y + ny =0 
admet une solution particulière 
y (2) = F(—n, 1 + &, 2) 
qui est un polynôme. Aussi 
La (2) = C,F (—n, 1 + &, 2). 


Pour déterminer la constante C,, on pose z = 0 (voir $ 7, n° 2). 
Il vient alors 


a r | 
Le = REF (—n, 1+aœ, 2). 
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La relation (16) du $ 20 permet aussi d'exprimer les polynômes 
L& (z) à l’aide de la fonction hypergéométrique dégénérée de deu- 
xième espèce G (&, y, 2): 


La (= D G(—n, 140, 2). 


3) Polynômes d’Hermite. L’équation différentielle pour les poly- 
nômes d'Hermite 


y" — 2zy + 2ny = 0 


admet comme solution particulière la fonction d’'Hermite F7, (z) qui 
est un polynôme de degré n. En effet, on a en vertu de la relation 
fonctionnelle (22) du $ 20 


__. 22n V x 22 
Han = F(-n 5 #), 
92n+2 1/7 3 
Hant = UE 2r (— as) 


Identifiant les coefficients des puissances de plus haut degré dans 
les fonctions d’ Hermite H, (z) pour v = n et dans les polynômes 
d’Hermite, on s'assure que H, (z) se confond avec le polynôme d’Her- 
mite quand V=n. 

Etablissons à présent la relation qui existe entre les polynômes 
orthogonaux classiques d’une variable discrète et les fonctions hyper- 
géométriques. Nous le ferons à l’aide de la formule de Rodrigues (22) 
du $ 12: 


Yn (Z) = _ Pn (Z). 


Pour une fonction f(x), arbitraire, on démontre par récurrence que 


n—-kh n 
vf ()= D ren => EG, 
k=0 R=0 


Aussi 


Ci On (z—k) 
Yn (x) = 5, > - pa) + 
On a en particulier pour les polÿynômes de Meixner me # (x) 


: __xam FÜY+z+n) 
o, (6) 62) IT o(e+ Be Tx+ DL): 
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D'où 
Pn(t—E) _ n-x Tr tn) P(z +1) 
PE F T@-kFDTU+ 
jar T@tztn) T1) T(vrztn—k) 
N PE  T@+i—# T(y+zrn 
Lo st) ee GED 
HT TE» (y+ztn—1)(9+z+n—2) ... (W+rztn—k) 
(MER as (— Z}r 
A 
On a donc 
me (x)=(y+z), F(—n, —x, —y—-2—n+1, 1/u). 
Pour les polynômes de Krawtchouk k° (x) et de Charlier cc (x), 
les relations correspondantes se déduisent de façon analogue: 


RP (2) =(—N+a)n EF (—n, À; N—n—x+1, +), 
ce (z)=(—-zx),uTF(—n, z—n+i, u). 


Les polynômes de Hahn At.) (x) se laissent exprimer d’une façon 
analogue à l’aide des fonctions hypergéométriques généralisées (voir 
$ 20, n° 2): 
1 —N+1 
he B) (x) _ (B+1+z)n : ; +1+n)n 
XaPo(—n, —2, N+a—x; N—x—n, —f—x—n; 1). 
Remarque. En comparant entre elles les formules exprimant les 
polynômes de Jacobi et ceux de Meixner à l’aide des fonctions hyper- 
géométriques on dégage la relation qui existe entre ces polynômes: 
GW PA nt pi, =v-n-x) { 2H 
me MW (x) = n | PQ = , 


On dégage d’une façon analogue la relation qui existe entre les poly- 
nômes de Laguerre et ceux de Charlier : 


X 


n | - 
ch (x) = ur La" (u). 

3. Fonctions de deuxième espèce. La façon la plus simple de 
dégager la relation qui lie les polynômes orthogonaux classiques 
Q, (z) aux fonctions du type hypergéométrique consiste à utiliser 
directement les représentations intégrales de @, (z) (voir $ 11, n° f). 

1) Fonctions de Jacobi de deuxième espèce. La représentation inté- 
grale de la fonction de Jacobi de deuxième espèce Q(@: 8) (z) s'écrit : 


1 
CHAN (— 1)? Astra (+ sr 
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Posant s — 2t — 4, on obtient 
Qn (= 
1 
+a+B+1 à 2 -n-1 


A (+ et ÈRE 


En confrontant la formule obtenue avec la représentation intégrale 
(18) du $ 19 de la fonction hypergéométrique, on obtient la repré- 
sentation suivante de Q(@: PB) (2): 


QC 9 (ay = — TT l'(n+a+#T(n+B+1) 
L A2 (++ T'(2n+a+8B+2) 
XF(n+1,n+$+1,2n+at+$p+2,2/(1+2z)). 
D'une façon analogue, en posant dans (4) s — 1 — 2, on obtient 


QC 5 (ay = I Tnta+1)F(n+B+t 
: (A za (4 DE '(2n+a+p+2) 


XF(n+1, n+at+i, 2n+a+$p+2, 2/(1—7z)). 


2) Fonctions de Laguerre de deuxième espèce. La représentation 
intégrale de la fonction de Laguerre de deuxième espèce Q% (2) s’écrit 


X 


œ { e ess ra 
Rex | egrr ds 
Soit z<C0. Posant s— —zt, on obtient 


O% (2) — ez-{(— 3) | ext Ta (1 BE dt. 
0 


En confrontant cette expression avec la représentation intégrale (22) 
du $ 19 de la fonction hypergéométrique dégénérée, on obtient 


OZ (2) = ez&(—zT (in +a+iGn+a+i, à +1, —2). 
(9) 
Puisque l'expression de Q% (z) comporte le facteur z%, on doit, afin 
d’assurer l’univocité de la fonction, faire une coupure le long de l’axe 


réel pour z > 0, i.e. 0 << arg z << 2n. C’est pourquoi, si z < 0, on 
doit poser 27% — e-itx (—z)-%, I] vient alors 


QG (2 = ei Tn+ta+1) éG(n +a +1, x +1, —2). 


Déduite pour z 0, cette relation reste cependant valable pour z 
quelconque, en vertu du principe du prolongement analytique. 
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3) Fonctions d'Hermite de deuxième espèce. La représentation 
intégrale d’une fonction d'Hermite de deuxième espèce est 


CO 


Qn)=(—trnler | e-B(E— 2) dE. 


— O0 


Pour exprimer @, (z) à l’aide de la fonction d'Hermite de première 
espèce, nous profiterons du fait que la fonction Q, (z) vérifie la 
même équation que les polynômes d’'Hermite. Elle se laisse donc 
représenter comme combinaison linéaire de deux solutions linéairement 
indépendantes de l’équation pour les polynômes d’'Hermite : 


Qn (z) = Ann (2) + Bret Hn-1 (—iz) (6) 
OU 


Qn (2) = Coll, (2) + Die H 4 (i2). (7) 


Pour déterminer les coefficients de ces développements, nous nous 
servirons des représentations asymptotiques de la fonction @, (2) 
et des fonctions d'Hermite pour z —+ oo. Soient z = iy et y — +oo. 
On a alors en vertu de la formule (7) du $ 11 


—y2 
e”Ÿ 


= 1 
Q=—- re lVa|1+0 (=) |. 
D'autre part, on a en vertu de (24) du $ 20 


H, (2) = (aig)" 1 + O (1/y°)], 
Hu (—iz) = (2y) "2111 + 0 (/y)1. 


— m(n—1) 
D'où A4,=0, B,=2%#nlVne "7 2, Il vient définitivement 


ai m(n—-1) 


Q,(z}=2""nlV re 2 H_,(—iz) (Imz—0) 


De même, la relation @, (z) = @, (z), dans laquelle la barre sym- 
bolise la conjugaison complexe, nous donne pour Im z < 0 


7245 rm(n—1) 


Qn(z)=2""in1V re 2 H_,,_,(iz). 


4. Fonctions cylindriques. Par analogie aux cas précédents, la 
relation entre les fonctions cylindriques et les fonctions hypergéo- 
métriques dégénérées de première et de deuxième espèce s'établit 
sans difficulté en faisant intervenir les représentations intégrales 
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de ces fonctions. On a par exemple (voir $ 16, n° 3) 


1 
I CL) 2\Ÿ—1/20h dt, 
Omer 16 #2)" 12 ch zé di 


…L TH . e ty 1/2 t \v-i/2 
K (= 5e ES Le (1 + & ) M 


Changeant t en zt, on ramène la représentation intégrale de Æ, (z) 
à celle de la fonction G (v + 1/2, 2v + 14, 2z): 


K,(z)=V n(2z) eG(v+1/2, 2v+1, 22). 


Pour établir la relation entre 7, (z) et la fonction hypergéomé- 
trique dégénérée, remarquons qu'on peut, dans l’intégrande de l’ex- 
pression de Z, (z), changer ch zt en e’t, car 


et = ch zt + sh zt 


et l’intégrale d’une fonction impaire prise entre limites symétriques 
est égale à zéro. Changeant t en 2t — 1 dans la représentation inté- 
grale obtenue, on aboutit à la représentation intégrale suivante: 


1 
(2z)Ÿ e-z v—1/2 

v (2) Var (v+1/2) Li | : 
D'où 


V eZ 
I, (z) = (22) F'(v+1/2) F(» 


Va T@v+FD. _. 2v +1, 2:). 


La formule de duplication de la fonction gamma nous donne 
Var @v+1)=2%T (v+1/2)T (v+ 1). 


Il vient en définitive 


I (z/2)° 7 
VC) = F'(v+17/2, 2v + 1, 22). 


5. Intégrales es Par intégrales elliptiques de première et de deuxiè- 
me espèce, on entend les fonctions 


xt/2 
K (z) = | (1— 72 sin? @)- 1/24, 
0 


TL/ 
E (z) = | (1— 22 sin? @)!/2 dy. 
oi] 
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Posant sin? o = #, on obtient les représentations intégrales suivantes: 


Î 
K(D=+ | 1204 p-120 29 120, 
0 
Î 
= | 24 a t/2( 2/2 a, 
0 


Confrontant ces représentations avec les représentations intégrales de la fonc- 
tion bhypergéométrique, on obtient 


E (2) — 


2 2? © 
T { { 
EQ=SF(z, —5 1#) 


Les relations dégagées permettent d'étudier les propriétés des fonctions Æ (z) 
et Æ£ (z) pour des z complexes. 


6. Fonctions de Whittaker. Un cas particulier de l'équation généralisée 
du type hypergéométrique est l’équation de Whittaker 


a+ (+ EE) à 0 (8) 
dans laquelle 4 et u sont des constantes. Par le changement u — z4+1/2%X 
xe”#2 y on réduit (8) à l'équation 
2ÿ + Qu+i—-z)y +(k—u—1/2)y = 0 

qui admet comme solutions les fonctions 

n(=F(/2—k+u 2u +1, 2), 

Ya (z) = G (1/2 — k + u, 2u + 1, 2). 
L'équation de Whittaker admet donc comme solutions particulières 


U (2) = My (z2)—=2htt/2e-2p p (5 —k+ 2u + 1, 1) , 


Uo (2) = Wu (z)—20T1/2e-72G ET Au + 1, :) x 


appelées fonctions de Whittaker. 

Les fonctions de Whittaker M4, (z) n'ont aucune singularité pour z — 0, 
et les fonctions Wz4,, (2), pour z —+ oo. 

Puisque l’équation de Whittaker ne varie pas lorsqu'on change u en—u, 
ou qu’on change simultanément k en —k et z en —z, elle admet également comme 
solutions les fonctions M,,_, (z) et M_4,+, (—2), Wa, (2) et Wp,+u (—2). 
Les solutions obtenues vérifient toute une Série de relations fonctionnelles qui 
découlent des relations fonctionnelles correspondantes pour les fonctions hyper- 
géométriques dégénérées. On a par exemple 


i 
Mnu(—a=(—a "+ tlenr (rt Qu + 4, —:)= 


—(—2)4+1/2-2p2p (5x4 2u + À, :) : 
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ce qui veut dire que les fonctions M4, (z) et M_zu (—z) sont linéairement dé- 
pendantes. De la relation fonctionnelle (23) du $ 49 il ressort que 


Wa, —U (z) = Wa (z). 


$S 22. Intégrales définies des fonctions du type 
hypergéométrique 


Rencontrant dans les applications des intégrales définies dans 
lesquelles interviennent des fonctions du type hypergéométrique, 
on les calcule soit à l’aide des représentations intégrales des fonctions 
du type hypergéométrique, soit au moyen du développement en 
séries de ces dernières. Nous nous bornerons à considérer quelques 
exemples. 

1) L'intégrale 


léter (a, y, kx)dr (Rek=œRek, Rev —1) 
0 


se calcule facilement en faisant intervenir la représentation intégrale 
(19) du $ 19 et en admettant provisoirement que Re y > Rex > 0 
et À 4 0: 


| ea (a, y, kx) dx — 
0 


— ro TS a) jeta LE pat | e-tthsias de — 
0 
C'(v+1) Ty k 
+? Ÿ œ— 1 v-a—i nue 
Apt (a EE) de. 


La représentation intégrale (18) du $ 19 nous donne 


AV+i 


| ex (a, y, kx) dr (o, v + 1, y, +) : 
0 


La formule obtenue peut être étendue à des valeurs arbitraires de 
&, ÿ, À et À en vertu du principe du prolongement analytique. 
2) L'intégrale 


| er x?J, (bx) x° dx 
Û 
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se prête aisément au calcul à l’aide du développement en série de la 
fonction de Bessel J, (bx). On a 


O0 


| Cd) ar | era2x? | > A A ANS CE | x° dx = 
0 0 k—0 


L (— 18 (0/2) + 2% | 2x2 V4 
2 SE = À PR 02x? pV+0+2k y. 
k1T(Xk { 
— (k+v +1) 


D'autre part, 


co : . “e LL. 
| er axtpvtp+2k UC T CNET EYE | e"ti ir 
0 0 
(EEE) 

Da V+P+2RET 
D'où 
ù voeu (EE +) 
À 8-22, (ba) a de -DEI > (— 1} (5 TUE EN 


0 


Le développement (6) du $ 20 . la fonction hypergéométrique dégé- 
nérée et la relation fonctionnelle (47) du $ 19 permettent d'exprimer 
l'intégrale en question à l’aide des fonctions hypergéométriques dégé- 
nérées : 


| ee J;(br)dr 
0 


(HR) 


en per PE +1, 2 )= 
r() (Si) 


b2 
0 Prop vend LS 
RCE RE TE Fr vb). (0 
3) Considérons l'intégrale de Sonine-Gegenbauer 
| KGV PEN) y (bx) avi dx 
de 
(a> 0, b>œ O0, y>0, Re v=—1). 


Pour calculer cette intégrale, nous ferons intervenir la représenta- 
tion intégrale de Sommerfeld pour la fonction de Macdonald et la 


4 5% 
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formule (1) pour p — v +1. On a 


| ua V #+y?) JT, (ox) 2°*1 dx = 


. (x? + y2)n/2 
% LL 2? (x2+y?) dt 
V+i ht == 
= ‘A (Oz) av dx (e ET 
0 0 
O0 9 O0 249 
u Lt a?y? 2 , | a?x? 
a Î Fe 
ne 0. Et Et V4i dr — 
TE e . \e FAO AN TE OT 
0 
CO b? ay? 
— 9V-uqu-2v-2EV | Paul Ver: ur di — 
: LT 
0 
ce 2 2 2 
V-u » te ne 
= Do ic à RE 
a" uH—V 


[CH. 


IV 


2 1 p2 vi a 
Le (EE à K-v1 (y Va? + b?). 


y 
Ainsi donc, 


CFD 


bY 22 L b? —v-1 ———— 
— à (VER) Ky-v1 (y Va? + b?). 


U 


Citons quelques conséquences de la relation (2). 
a) Soit u — 1/2. Puisque 


K yp2 (z) … = É 
on 
. ea Vx2+y2 
Pia ——— J, (bx) xVtt dr — 
à Va 


VE (NE Ru VE TE) 


V/a2 + b2 
En particulier, on obtient pour v = 0 


ea Vx2+y2 1. (b à e—Ÿ V a2+b2 
RE pe L' TOOL ————— 
V'z2+y? o ( ) V/a2+ b? 


(4) 
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Pour y—0 et v+1/2=>0 la formule (3) nous donne 


OO 


[es (bx) DV dE ST (v++). 6 


En déduisant (5), nous avons profité du fait que pour v —>0etz—0 
on à 


: (2/2) Tv) [3 \-" 
RQ Rs Tv n — 2 (2) 


b) Soient dans (2) v  2u — 3/2 et a — 0. Puisqu'’on a alors 


K, (az) 4) Er 


il vient 


LT Jo(bz)æv+i ff b\u-1 yŸ 
re (2) Go Aus On " 


Posant ici u—93/2 et v—0, on obtient 


F J,(bzx) x ___ e7by 


Nous avons déduit les relations (2) à (7) en imposant certaines res- 
trictions aux paramètres. Or, le principe du prolongement analytique 
permet d'étendre les résultats obtenus à un domaine plus vaste des 
valeurs des paramètres. En particulier, la relation (6) reste vraie 
pour 

—1 << Re v < 2Re u — 1/2. 


D'où l’on déduit pour u — 1/2 et v — 0 


[ zJ 4 (bx) dd. er bu 
V r?+ 7? É 


0 


CHAPITRE V 


QUELQUES PROBLÈMES RÉSOLUS 
DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 
ET DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 


Dans les chapitres précédents nous avons étudié les différentes 
propriétés des solutions d’une équation généralisée du type hypergéo- 
métrique 


G (2) 


T (2) ue @ u = 


7 2 
u + 5 (2) 


dans laquelle © (z) et e (z) sont des polynômes de degré non supérieur 


à 2 et Tt (z) un polynôme de degré non supérieur à 1. Le présent cha- 
pitre est consacré à l'application des solutions obtenues à certains 
problèmes importants de mécanique quantique et de physique mathé- 
matique. 


$S 23. Réduction des équations aux dérivées partielles 
à des équations différentielles ordinaires 
par séparation des variables 


1. Schéma général de ia méthode de séparation des variables. Les 
équations généralisées du type hypergéométrique apparaissent géné- 
ralement quand on cherche à résoudre des équations de physique 
mathématique et de mécanique quantique par la méthode de sépa- 
ration des variables. Rappelons-en les grandes lignes. La méthode 
est appliquée lorsqu il s’agit de chercher des solutions particulières 
d’une équation du type 

Lu = 0, (1) 


où l'opérateur Z peut s’écrire 


L = Lil, + MM. (2) 


Les opérateurs L., M, n'agissent que sur un certain groupe de varia- 
bles dont dépend la fonction u, tandis que l’action des opérateurs Z,, 
M, s'étend sur les variables qui restent. Le produit des opérateurs 
est le résultat de leur mise en œuvre ronsécutive. Tous les opérateurs 
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L;, M; (i = 1, 2) sont supposés linéaires, i.e. 
Li (Cu + Cov) = Ciliu + Coliv, 
M; (Cu + Cv) = CiMiu + C,M;v 
(C1, C, sont des constantes). 


Exemple. Soit Lu = u,, + u,,. On a alors 
L — 0°?/0x?, L: — E, M; —— LE, WW, — d°/9y?, 


où Æ£ est l'opérateur unité. 

Pour les opérateurs du type (2), on cherche la solution particu- 
lière de (1) sous la forme u — u,u,, où la fonction uw, ne dépend que 
du premier groupe de variables, et u, dépend des variables qui restent. 
Puisque 

Lils (uite) = Liu. Lou, 


AUE (Hu) —— Muse Moto, 
l'équation Lu — 0 peut s'écrire aussi comme suit: 


Liu. _— M ou 
Mu Lois” 
À Liuy _, Mouo , — | : ; 
Les fonctions 77 et 7. étant indépendantes l’une des varia- 
2 


1 
bles du second groupe et l’autre des variables du premier groupe, 
il vient 


Liu, _ M ou _ | 
— —— lbs 
Mu: Lou 


où À est une constante. On obtient ainsi deux équations dont chacune 
comprend des fonctions qui ne dépendent que d’une partie des varia- 
bles initiales: 


Lu: — AM ju, M oU — —À Lou. (3) 
Puisque l'opérateur L est linéaire, la combinaison linéaire des solu- 
tions 
u— >) Ciuius; (C; étant des constantes) 
î 


qui correspondent aux différentes valeurs possibles de À = À; est 
solution de l'équation (1). Sous certaines conditions (complétude de 
l’ensemble des solutions particulières), toute solution de l’équation 


Lu — 0 se laisse écrire sous la forme u — pe Cniuan): 
î 
Nous venons de réduire l’équation initiale à un ensemble d’équa- 
tions comportant un moins crand nombre de variables. Les cas où 


*) Voir Tichonov A., Samarskij A. Equazioni di fisica mate- 
matica. Ed. «Mir», 1981. 
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l’on arrive à réduire l'équation initiale, par séparations successives 
des variables, à un ensemble d'équations différentielles ordinaires 
sont particulièrement intéressants. 


2. Passage aux coordonnées curvilignes. Nous venons de considé- 
rer les traits généraux de la méthode de séparation des variables ap- 
pliquée aux équations du type Lu — 0 dans lesquelles Z est un opé- 
rateur linéaire d'une structure particulière. Dans des problèmes 
concrets liés à la recherche d'une solution de l'équation Lu — 0 
vérifiant certaines conditions aux limites, la méthode de séparation 
des variables s'avère très efficace si les Variables se séparent non 
seulement dans l’équation mais aussi dans les conditions aux limites. 
Pour en arriver, on utilise souvent, au lieu des coordonnées carté- 
siennes, d’autres variables indépendantes, susceptibles de mettre à 
profit la symétrie du problème. On doit choisir les coordonnées 
curvilignes de telle facon que 

1) la limite du domaine opératoire soit constituée par des surfaces 
de coordonnées, 

2) le passage aux coordonnées curvilignes rende possible la sépa- 
ration des variables dans l'équation. 


Exemple. Résolution de l’équation d'Helmholtz Au + k?u — 0 


2 Q? 0? 
LL 


# 0 . 9 r 
par séparation des variables 3e —- PTE — SE est l'opérateur 


de Laplace | . On connaît, pour l'équation proposée, onze systèmes 


de coordonnées curvilignes dans lesquelles les variables se séparent, 
donnant généralement naissance à des équations généralisées du 
type hypergéométrique. 

À titre d'exemple, nous chercherons des solutions particulières 
de l’équation d’Helmholtz par séparation des variables en prenant 
les coordonnées cylindriques paraboliques et celles du paraboloïde 
de révolution *). On passe des coordonnées cartésiennes aux coordon- 
nées cylindriques paraboliques Ë, n, & à l’aide des formules 


Î 
EN; Y—=—- (É— mn), 2—6û, 
et aux coordonnées du paraboloïde de révolution £,n, @ à l’aide des 
formules 
| 1 
z=Encosp, y—bnsinp, 2—=-(EË— 1). 


Dans le premier cas l'équation d'Helmholtz Au + k?u = 0 devient 


1 o?u Ou o?u — 
E +1 (er + Ge) Li 


*) Dans les manuels de mécanique quantique, les coordonnées du parabo- 
loïde de révolution sont souvent appelées « coordonnées paraboliques ». 
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et dans le second cas, 


1 1 0 [+ ôu 1 0 
+1? LE # | Æ | n ôn (n= on en) + Gr (En)? nu mr tu=0. (6) 
Cherchons la solution de (4) par séparation des variables, en posant 
u = U (6) V (n) W (©). (6) 
Portons (6) dans l'équation. Il vient 
1 U" (&) , V'(n) W” (©) 2 
ere + vo Jo +8] 


Le premier membre de cette égalité est indépendant de &, tandis 
que son second membre est indépendant de & et de n. D'où 


1 FU" , 7’ 
role +70 = te 
pus 0 


où À est une Constante. 
Ecrivant (7) sous la forme 


UE) _9g2 _ __[ VC) _ 9e 
re = | M), 
on obtient à l’aide d’un raisonnement analogue 


U" (®) Fr) 
DE = y) 


où u est une constante. 
On aboutit finalement aux équations suivantes pour les fonctions 


U (&), V (n) et W (): 


— MŸ= — 1, 


U" — (AE + u) U = 0, (9) 
V° — Qué — p) V = 0, (10) 
W" + (k +2) W = 0. (14) 


D'une façon analogue, en cherchant la solution de (5) sous la 


forme 
u = U (6) V (n) W (+), 


on aboutit aux équations suivantes pour les fonctions U (£), V (n) 


et W (op): 
[" ++U'+ dde ae (12) 
"! Î / —— 
W"+AW = 0. (14) 
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Les solutions de (11) et de (14) se laissent exprimer à l’aide de fonc- 
tions élémentaires. Par le changement de u en —u on réduit les 
équations (10) et (13) respectivement à (9) et à (12). Il reste donc à 
chercher les solutions des équations (9) et (12). 

L’équation (9) est déjà une équation généralisée du type hyper- 
géométrique. Dans l'équation (12), il est naturel de faire le change- 
ment Ë? — { qui permet de la réduire à l'équation généralisée du 
type hypergéométrique 

2 1 dU 1 : 
Dee (2 + ut — à) U = 0. (15) 
Les équations (9) et (15) se réduisent respectivement à une équation 
d'Hermite et à une équation hypergéométrique dégénérée (voir 
$ 19) par la méthode exposée dans le $ 1. 


$ 24. Problèmes aux limites de physique mathématique 


La résolution d'équations différentielles aux dérivées partielles 
par la méthode de séparation des variables exposée dans le $ 23 
se réduit à celle d'équations différentielles ordinaires. Dans bon 
nombre de problèmes intéressants de physique mathématique, les 
solutions de ces équations se laissent exprimer à l’aide des fonctions 
spéciales. Si l’on veut obtenir par cette méthode la solution d’une 
équation aux dérivées partielles dans le contexte d’un problème con- 
cret, on doit imposer aux solutions de l'équation considérée certaines 
restrictions Visant à assurer l’unicité de la solution du problème. 
Ces restrictions en amènent d’autres, imposées aux solutions des 
équations différentielles ordinaires correspondantes, si bien qu’on 
se trouve finalement devant un problème dit aux limites. En étudiant 
les propriétés des solutions de problèmes aux limites arbitraires fai- 
sant intervenir les équations différentielles pour les fonctions spé- 
ciales, on arrive à dégager certaines propriétés intéressantes des 
fonctions spéciales. Considérons plus en détail la résolution des 
problèmes aux limites par séparation des variables. 


1. Résolution des problèmes aux limites par séparation des va- 
riables. La méthode de séparation des variables décrite dans le 
$ 23 s’applique largement à la résolution d'équations différentielles 
aux dérivées partielles qui se rencontrent en physique mathématique 
et sont de la forme 


0? Ou ” 
o (2, y, 2) | A() + +B(t) + |=£u, (1) 
où 
Lu — div (k (zx, y, z) grad u | — q (x, y, z) u. 
Si À (é) = 1, B (t) = 0, l'équation (1) définit la propagation d’os- 
cillations, telles que les ondes électromagnétiques ou sonores; pour 
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À (&) = 0,B (t) — 1 l'équation (1) décrit des processus de transfert, 
tels que la propagation de la chaleur ou la diffusion de particules 
dans un milieu; pour À (f) — 0, B (t) = 0 l'équation (1) est celle 
des processus stationnaires. 

La solution d’une équation aux dérivées partielles dépend géné- 
ralement de fonctions arbitraires. Par exemple, la solution générale 
de l'équation _—. — 0 s'écrit (x, y) = f(x) + g(y), où fet £ 
sont des fonctions différentiables quelconques. Des conditions sup- 
plémentaires s'imposent donc si l’on veut définir sans ambiguïté 
une solution de l'équation aux dérivées partielles qui traduit un 
processus physique concret. Les conditions supplémentaires les plus 
caractéristiques sont les conditions initiales et les conditions aux 
limites. Pour l'équation (1), donner les conditions initiales c’est 


donner les fonctions uw (x, y, z, à) et Lu (x, y, Z, t) pour £ = (0. 


(Si À (£) = O0, il suffit de donner la fonction uw (x, y, Z, €) |;=0.) 
Les conditions aux limites les plus simples s’écrivent 


Late, y, u+B(e y, 5 | =0: 2) 


Ici à (x, y, z) et B (x, y, z) sont des fonctions ; S est la surface limi- 
tant le domaine dans lequel on cherche la solution de (1); ôu/ôn 
est la dérivée suivant la normale extérieure à S. Le problème de re- 
cherche de la solution de (1) vérifiant les conditions initiales et les 
conditions aux limites imposées est appelé problème aux limites. 
Considérons le schéma de résolution du problème aux limites 
par séparation des variables. La solution particulière de (1) répondant 
à la condition aux limites (2) peut être obtenue par séparation des 
variables, à condition de mettre la solution générale sous la forme 


US, vs 2 1) = TA) 0 (ER y, 2). 
On obtient ainsi les équations suivantes: 
A (D T'+B(T'+AT = 0, (3) 
Lo + Aov — 0, (4) 


où À est une constante. L'équation (3) est une équation différentielle 
ordinaire ; dans les problèmes caractéristiques de physique mathé- 
matique, elle se prête facilement à la résolution analytique. En ce 
qui concerne l'équation (4), on aura recours à une condition aux li- 
mites consécutive à la condition (2): 


EICPEPSICTEE EU 5) 


Il s’agit donc finalement de chercher une solution non triviale 
de l'équation (4) pour la condition aux limites (5). La valeur de À 
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pour laquelle le problème posé admet une solution non triviale (ï.e. 
v (x, y, z) = Ô) est appelée valeur propre, et la fonction correspon- 
dante v(x, y 2), fonction propre. 

Dans les problèmes caractéristiques de physique mathématique, 
les fonctions propres et les valeurs propres peuvent être indicées. 
Soit v, (x, y, z) la fonction propre correspondant à la valeur propre 
À — À, (n = 0,1, ...). Etant données l'équation (1), la condition 
aux limites (2) et les conditions initiales correspondantes, nous cher- 
cherons la solution sous la forme 


U(T, y, Bt) = > Tn (Et) Un (ts y, 2), 


n=0 


où la fonction 7, (£) est solution de (3) pour À — À,. Pour que les 
conditions initiales soient satisfaites, il convient de choisir les va- 


leurs des fonctions 7, (£) et 7, (&) pour { = 0 de façon à vérifier les 
égalités 


u (x, y, Z t)|1=0 — à Th (0) Un (Ce, UE z); 


N— 


0 - ? 
2 Ù RS à lat) (as) 


n—=0 


Ainsi donc, pour résoudre le problème aux limites, il faut que, quelle 
que soit la fonction w des variables x, y, z (en l'occurrence w |; 


0 " ; 2 - ; 
et — Ho), elle se laisse développer en série suivant les fonctions 


propres Un (4, y, Z), i.e. que le système de fonctions propres 
Un (x, y, z) soit complet *\. 

Le problème devient tout à fait simple si l’on réussit à réduire 
le problème aux limites (4)-(5) par séparation des variables à des 
problèmes aux limites à une dimension, ïi.e. aux équations du type 


Ly + og = 0, (6) 


— 
Ly= TE |k@)l-a@y E@>0 p(x)>0). 
#) La recherche de la solution sous la forme D: Tn (#) Un (x, y, z) présente de 


n—=0 
l'intérêt non seulement dans le cas des équations du type (1) maïs aussi pour 
des équations plus générales 


pus 2 |A + BE = Lu + Feu 2,0 
= s 


(voir par exemple [5], [171). 


CO 
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L'’équation (6) est examinée sur l'intervalle | a, b [| pour des condi- 
tions aux limites du type 


œy (a) + Pay (a) = 0, 


(7) 
Gy (D) + B2y° (db) = 0 


{a;, B; étant des constantes données). 


Un problème de ce type est appelé problème de Sturm-Liouville. 


Les fonctions Æ (x), k' (x), qg (x) et p (x) seront supposées continues 
pour æEla, b]. 


2. Problème de Sturm-Liouville., Propriétés fondamentales des 
fonctions propres et des valeurs propres. Considérons les propriétés 
fondamentales des solutions du problème de Sturm-Liouville. Les 
propriétés les plus élémentaires se déduisent à l’aide de l'égalité 

X 2 
\ULe—eLf) dr =hk (a) W(f, a%, (8) 
X 1 


pû 


re=|, À 


est je wronskien. Soient y, (x), y, (x) deux solutions du problème 
de Sturm-Liouville répondant aux valeurs propres À, À, À 7 do. 
Puisqu'on a en vertu de (7) 


Ca 
ŒY1 (a) + Pays (a) = 0, 
C4 
Œiÿa (a) + Page (a) = 0, 
nous remarquons que, considérées comme un système d'équations 
linéaires homogènes relativement aux constantes &, et f,, ces égalités 
n’admettent des solutions non triviales que si le déterminant du 
système, i. e. le wronskien W (y,, y.) pour x = a, est nul. On montre 


de même que W (y,, ye) lx=r —0. On déduit donc de l’identité (8), 
pour = 4, Zg = 0, f(x) — ya (x), 8 (x) — ya (x), que 


b 
| GaLye— YaLy1) dx =0, 


En vertu de l'équation (6) et de la condition À, = À,, cette égalité 
peut s'écrire aussi comme suit: 


b 


(nue (x)de=0 (ua) (9) 


a 
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Ainsi donc, les fonctions propres du problème de Sturm-Liouville (6)- 
(7) correspondant à des valeurs propres différentes sont orthogonales 
sur l'intervalle la, b[ par rapport au poids p (x). 

Compte tent de cette propriété, on montre sans peine que les 
valeurs propres du problème de Sturm-Liouville sont réelles, pour autant 
que les coefficients de l’équation (6) et les constantes &;, B; des con- 
ditions (7) soient réels. Supposons en effet qu'il existe une fonction 
propre y (x) du problème de Sturm-Liouville qui correspond à une 
valeur propre À complexe. Passant aux conjuguées complexes dans 
(6) et (7), on s'assure facilement que la fonction y* (x) est la fonc- 
tion propre répondant à la valeur propre À*. Posant À = À*, on 
aurait alors en vertu de l'égalité (9) 


b 
NOT (x) dx — 


ce qui est impossible, car p (x) > 0 et y (x) = 0. 

Dans de nombreux problèmes de physique, on a souvent à chercher 
les fonctions propres et les valeurs propres d’un problème aux limites 
au cas où les coeïficients de l'équation (5) admettent une singularité 
pour x —+ a (k (x) — 0 ou q (x) — ©, etc.). Dans ce cas également, 
toutes les propriétés évoquées des fonctions propres et des valeurs 
propres du problème de Sturm-Liouville sont conservées pour des 
conditions assez générales imposées au comportement des coefficients 
de l’équation (6) pour x — a. Au lieu de la première des conditions 
aux limites (7), on demande souvent que la solution du problème 
de Sturm-Liouville soit bornée pour x — a. 

Si l'équation est exempte de singularités, les fonctions propres 
du problème de Sturm-Liouville se déduisent à partir des condi- 
tions aux limites homogènes du type (7) tant pour x — a que pour 
x — b. Les fonctions propres sont orthogonales et les valeurs pro- 
pres réelles pour la raison que l'opérateur Z est auto-adjoint dans 
la classe des fonctions admettant une dérivée seconde continue sur 
l'intervalle Ja, b!: 


0) 
(ULe—gLf) dx =0. 
On a en vertu de (8) | 
b 
(ULe— 8Lÿ) de = (2) W (, a2. 
Si les fonctions jf et £g vérifient les conditions aux limites homogènes 


tant pour x — a que pour x — b, l'opérateur L est auto-adjoint, car 
W (, g) = (f8" — 8j) man = 0. 
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Soit maintenant x — a un point singulier de l'équation. Les pro- 
priétés que possèdent les fonctions propres et les valeurs propres du 
problème de Sturm-Liouville en l’absence de points singuliers seront 
alors, de toute évidence, conservées pour une équation admettant 
un point singulier si, la solution étant bornée pour x = a, on a 


k (x) gr! — gf)] x=0 = 0 


Les valeurs propres et les fonctions propres du problème de 
Sturm-Liouville peuvent être classées en faisant appel aux propriétés 
oscillatoires des solutions de ce problème. 


3. Propriétés oscillatoires des solutions du problème de Siurm- 
Liouville. Soit l'équation 


[A (x) y T + g (x) y = 0. (10) 
Pour étudier les propriétés oscillatoires de ses solutions pour # (x) >= 0 
faisons le changement de variables 
y = r(x)sin (x), Æy" = r (x) cos p (x). (11) 
Nous obtenons les équations pour les fonctions inconnues r (x) et 
p (x): 
k (x) y — k (x) (r' sin p + r p' cos p) = r cos y, 
g (x) y = — [k (x) y'V = —7r" cos o + roy’ sin p — gr sin y, 
d'où 
1 + ' r 
r SINnP+rp COS P — 7 COS P, 
— 7" COS p+rp sin p = gr sin ®. 
Explicitant pet r’, on obtient à partir de ce système deux équations 
différentielles : 


/ 


4! ; 
Pr 008 p+ 8 (x) sin? q, (12) 
F” = (4) sin 2. 


De la dernière équation on tire 


r (x) =r (to) EXP {+ qe — £ () | sin 2 (f) dt} ; 


AT 


d’où il ressort que la fonction r (x) reste de signe constant. On voit 
donc que c'est le signe de sin œ (x), cos (x) qui détermine celui de 
y (x), y’ (x); par conséquent, pour connaître les propriétés oscillatoires 
des solutions de (10), il suffit d'examiner le comportement de la so- 
lution de l’équation (12). 
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THÉORÈME À (THÉORÈME DE COMPARAISON). Soient œ (x), œ (x) so- 
lutions des équations 


/ 


1 : 
Poe cos? p+g(x) sin? p, 


o = _ cos? p+ g (x) sin? , 
k (x) 
ne RE: { _ 
et soit (XZo) =D(Xo). Si 10 > EG” g(x)>£g(x), on a 


p(x)2> ® (x) pour & > Lo 
p(@)< @ (x) pour & < To. 


Démonstration. Posons 
di Â 


EE  _ 
ky (x)  &(x) LS Er | 


Sv(x)=g(x)+v[g(x) —£g(x)]}, 


où v est un paramètre qui parcourt les valeurs entre v = 0 et v = 1, 
Considérons l'équation 


Py = — COS? Py + Zv (X) Sin? Py (13) 
soumise à la condition initiale @, (to) — @ (x). Puisque 4, (x) — 
= (x), x) = k (2), 80 (x) — 8 (), 81 (x) = g (x), on à po (x) — 


— (x), p, (x) — p (x). Soit Wd, (x) — 90, (x)/0v. Il vient en vertu 
de (13) 


AUX — dy (x) Ÿ, DE D (Th: LA (To) = 0, 


dy —= (g, — 1/%,) sin 2w,, 
by = (1/k — 4/k) cos p, + (g — g) sin? 


ÏIl est évident que b, (x) > 0. La solution de l'équation linéaire non 
homogène pour WŸ, (x) s'écrit sous la forme 


Wa) (a, (t) exp | [as (s) ds | dt. 


Xo 


Il ressort de cette expression qu’on a Ÿ, (x) > 0 pour x >= x, et que 
Ÿ, (x) < 0 pour x << x. La proposition résulte de l'égalité évidente 
£ 


1 
php n)-pto= | ave |, (0) dv 
0 0 


Le théorème est démontré. M 
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Remarque. Si dans une des conditions du théorème on a une iné- 
galité stricte sur une partie de l'intervalle I] x,, x [, l’assertion cor- 
respondante est elle aussi une inégalité stricte. Cela ressort du fait 
que b, (t) >= 0 sur la partie considérée de l'intervalle ] xs, x Î. 


Indiquons encore une propriété de la fonction œ (x). Remarquant 
que (x) —0 aux points où @ (x) — nn (n — 0, +1, ...), on 
doit avoir o (x) > nn si @ (t))> nn pour zx > %x,. Dans le cas con- 
traire il existe un point 2, >=, tel que œ (x;,) = nn, p' (x,) << 0, 
ce qui est impossible. En particulier, si @ (xs) > 0, on a @ (x) — 0 
pour Z >> Lo. 

En vertu de la représentation y —= r sin @, la fonction y (x) admet 
autant de zéros sur l'intervalle ] à, b [ qu’il y a de points en lesquels 
p (x) — nn sur ce même intervalle. De la propriété qu’on vient d’exa- 
miner, il ressort que le nombre des zéros de la fonction y (x) est 
égal au nombre des entiers compris entre @ (a)/n et œ (b}/n. 

Considérons à présent les propriétés oscillatoires des solutions 
du problème de Sturm-Liouville 


[Æ (x) gl + gx, d'y = 0, gx, À) = do (x) — q (x), 
y (a) + Bay” (a) = 0, 


œoy (b) + Boy (db) = 0, 
k (x) => 0et o (x) > 0 pour x € [a, b]. 


Faisant le changement y = r sin @, Xy" — r cos w, on obtient l’équa- 
tion suivante pour (x): 


(14) 


/ 1 9 "12 
Pr cos 9 + g (x, À) sin? q. 


Compte tenu de (14), mettons les conditions aux limites (14) sous la 
forme 


cotg p (a) = — ak (a)/f:, 
cotg p (b) — — ak (b)/f.. 
La première condition sera satisfaite en posant 
(a) = arc cotg -252) 
(pour $, — O0 on posera (a) = 0). On a alors 0 (a) < x et 
donc @(b) > 0. 


La seconde condition aux limites sert à définir les valeurs pro- 
pres À: 


 (b)= @p (b, À) = arc cotg 0 = + TA, 


où nr est un entier non négatif (pour fi. —0 on posera 


arc cotg{ — 240) = 1} 


16—0592 
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THÉORÈME 2 (THÉORÈME D'OSCILLATION). Le problème de Sturm- 
Liouville admet une injinité de valeurs propres hd << M << << ... 
Les fonctions propres correspondant à une valeur propre À = À, admet- 
tent exactement n zéros sur l'intervalle | a, b I. 

Démonstration. Soit À — À, racine de l'équation 


g(B, À) = are cotg | — 2e) L sn (15) 
2 
dans laquelle r est un entier non négatif. Puisque 0 œ (a) < x, 
nn <'p(b,À,)<7r(n + 1), l'intervalle ] a, b [| comporte exactement 
n entiers entre les nombres œ (a)/n et @(b, À,})/n. Comme on l’a 
montré plus haut, cela revient à dire que la fonction y (x) — 
— r (x) sin p (x) correspondant à la valeur propre À — À, admet 
exactement nr zéros sur l'intervalle ] a, b [. 

Montrons maintenant que l'équation (15) admet exactement une 
racine pour tout nr — 0, 1, ... donné. Puisque la fonction g (x, À) — 
— Ào (x) — g (x) croît avec l'augmentation de À et la fonction œ (a) 
est indépendante de À, on constate en vertu du théorème démontré 
ci-dessus que la quantité @ (x) — œ (x, À) est une fonction monotone 
croissante de À pour une valeur donnée de x = a. Aussi, pour n 
donné, l’équation (15) ne peut-elle avoir qu une seule racine À — À,, 
et Àn+1 >> À,. Toutes les valeurs propres peuvent donc être indicées 
para 0,1 2,43. 

Pour montrer que l'équation (45) n’admet qu’une seule racine 


pour chaque nr — 0, 4, . .., il suffit de prouver que 
lim œ(b, À)—=0, lim œ(b, À) = +co. (16) 
À > — co h-> + 00 


Appliquons le théorème de comparaison. Remplaçons, dans le 
problème de Sturm-Liouville, les fonctions # (x) et g (x, À) par des 


constantes #, g (À) et ke. g (À) respectivement, telles que 


j _ 1  — = 


On obtient ainsi trois équations pour les fonctions correspondantes 


p (x), p (x) et p (x): 


/ 


= PE cos? p+g(x, À) sin? @p, 


‘ 


@'—=— cos? p+£g(À)sin? op. 


Remplaçons, dans les conditions aux limites (14), les constantes 
1, B. respectivement par des constantes @, B. et œ.. B. telles que 
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p (a) = œ (a) — œ (a) *). On aura alors pour x >= 4, en vertu du 
théorème de comparaison, les inégalités 


pa DE D< (x À 
et en particulier 


pb, AE pb, À < p (0, à). 
Les relations limites (16) résulteront donc des relations analogues 
pour @(b, À) et @(b, À). 


Pour définir les fonctions (x, À) et p (x, À), il nous faudra ré- 


soudre les équations suivantes par rapport à y (x, À) et y (x À) : 


mn | SUN — 
y +42 y = 0, (17) 
y + EC y 0. (18) 
k 
Comme lim g(x, À) — — co et lim g(x, À) = + oc, nous admettrons 
À — — 00 À + +oo 


© 


que des relations analogues ont lieu aussi pour les fonctions g (A) 
et g (À). Montrons que lim œ(b, À)—0 et lim p (b. À)—0. La so- 
À — oo k + — 


lution de l'équation (47) vérifiant la condition æ;y(a) + f,y' (a) — 
— (0 se présente comme suit: 


» À A ho x—a)—B,cho(x—a our g(ÀA) O0, 
te, je] Aa bo @—0)-Picha(s—)] pour 80 


A sin[o(x—a)+p] pour g() > 0, 


16% 


244 QUELQUES PROBLÈMES RÉSOLUS DE MÉCANIQUE QUANTIQUE [CH. V 


La fonction y (x, À) n’admet pas de zéros pour x >> a si g (À) —+ — co, 
car on a alors 


y(x, À) & L _ 


L { — A B,cho(z—a) pour B,=0, 
AT sh o(xz—a) pour 6, — 0. 


l 
N 


Cela signifie qu’on a 0 (x, À) << n pour x >= a si \ est un nombre 
négatif suffisamment grand en module. On a en outre, de toute évi- 
dence, 


cote p(x, À) —=k LEE de. - 
DR D METRE 


Cela revient à dire que lim œof(x, À) = 0. 


À + —00 

Soit maintenant À —+ + co. La forme explicite de y (x, À) montre 
alors que cette fonction peut admettre autant de zéros que l’on veut 
sur l'intervalle ] a, b [, i.e. o (b, N > sn pour tout n >> 0, à condition 
que À prenne une Valeur positive suffisamment élevée. On a donc 

lim œ(b, À) = + oo. 

À +co 

Nous avons démontré les relations limites pour la fonction 
œ (x, À). Pour (x, À). elles se démontrent d’une façon analogue. 
Puisque 


pa N<pa ME (x A, 
on à lim œ(b, À)—0, lim (db, À)— + co. Le théorème est dé- 
montré. 


Le raisonnement développé dans la démonstration du théorème 
permet de donner une évaluation bien simple des valeurs propres À. 


Supposons que À, et Ân correspondent aux fonctions À (x), g(x, À) 
et k (x). g (x, À) et que 


où &;, B;, ci, Bi, 3. 6. sont des constantes figurant dans des condi- 
tions aux limites du type (14). 
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Puisque (a) — o (a) — o (a), on a en vertu du théorème de 
comparaison p (b, dE p(b, N < o (b, À). D'autre part, on a 


Gok (b) 
Po 
k (D) 


p(b, À,) = arc cotg (— L TA, 


p(b, Ân)= arc cotg { — 


L.) + TN, 


(D (b, 1 — arc cotg — LLC | + nn, 
2 
d’où  (b, Àn) =  (b, Àn) — D (, An). Donc, puisque les fonctions 
@ (b, à), o(b, Det o (b, À) croissent de façon monotone avec l’aug- 
mentation de À, on a À je À. 
Dans le cas très important pour les applications où æ&f,< 0, 


262 > 0 on peut très facilement minorer les valeurs propres en 
procédant comme suit. Multiplions l’équation 


LÆ (x) y T + Do (x) — g (xl y = 0 


par y (x) et intégrons-la de x = a à x = b. Il vient 
b 


b b 
ET fade | y LE 


dr _ a (#2 

b b 

| v°p de | 20 dx 
a 


D'autre part, 
b b 
= j4 + (4 TE) da= —kyy + +\e (SE) dx. 


Afin d'évaluer le terme — kyy, nous ferons intervenir les condi- 
tions aux limites (14) en multipliant la première condition par 


(y + By) | x=a et la seconde par (œoy' + fou) | «=. Il vient 
alors 


YY |x=a = — ne (y? + y’ ?) |x=0 > 0; 


UY |x=b = — HE KE (He) ere 0. 


On a donc 
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d’où il ressort que 


À > ï qy” ax] ï y?0 dx. 


a a 


Puisque p (x) > 0, on a en vertu du théorème de la moyenne 


b 
. | y°0 dr, x*Ela, b[. 


On a donc 


À> min “2 . (19) 


Dans le cas où les fonctions propres y (x) -£ const, on a une inégalité 
stricte, car 


4. Développement des fonctions suivant les fonctions propres du 
problème de Sturm-Liouville. Dans les problèmes aux limites de 
physique mathématique, on a souvent recours aux développements 


des fonctions suivant les fonctions propres du problème de Sturm-Liou- 
ville : 


(2) = 2) AnYn (2). (20) 


Ici y, (x) est la fonction propre répondant à la valeur propre À — À,. 
Les coefficients a, se cherchent en faisant intervenir Îa propriété 
d’orthogonalité des fonctions propres: 


b 


b 
an= | (0) yn (ap (mdr) | vi (0) (@ dx. (21) 
Dans le cas particulier du problème de Sturm-Liouville où # (x) = 1, 
o (x) = 1, qa(x) — 0 et B, — B, — 0, les fonctions propres y, (x) 
s’écrivent 


| _ 
Un (e)= An sin (ea) keV 7, 


et pour &;, —@, —=0 elles deviennent 


Un (= Bneos (20), =}  (=b— a). 
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Dans ces cas le développement (20) représente un développement 
bien connu en série de Fourier suivant les sinus ou les cosinus respecti- 
vement. 

Dans le cas général, les conditions de légitimité du développe- 
ment (20) se laissent réduire aux conditions de développabilité de la 
fonction en série de Fourier par la même méthode qui a été indiquée 
dans le $ 8 pour les polynômes orthogonaux classiques (voir le théo- 
rème de convergence simultanée). 


5. Problèmes aux limites pour l’équation de Bessel. A titre d’exem- 
ple de problèmes aux limites de physique mathématique qu’on 
résout généralement par séparation des variables nous allons con- 
sidérer l'équation de la chaleur 


Oulôt — a*Au 
dans un cylindre illimité r << r, pour des conditions aux limites 
(au + Bôu/ôr) | ,=,, = 0 (22) 


et des conditions initiales indépendantes de la distance mesurée 
parallèlement à l’axe du cylindre (&, $ sont des constantes). 

En coordonnées cylindriques, il est naturel de poser u — u (r, ®, ti). 
Cherchons une solution particulière du problème par la méthode de 
séparation des variables ; posons 


u = T(t) R (r) ® (op). 
Portons cette expression dans l'équation de la chaleur 
l du Ô Ou \ Ou 
a dt rl Fe) + 2e: 
il vient 


4 1 Â D" 
TR CRAN + = A 


Ici À est une constante, car le premier membre de l'égalité est indé- 
pendant de r et de , et le second membre, de #. L’équation pour 
la fonction T (t) s'écrit 
PE. = ee, 
Il vient ensuite 
—(rR) + = (u = const). 


Explicitons ® () : 
D (o) = À cos Vup+B sinÿ/u P. 


Puisque, d’après sa signification physique, la fonction uw (r, . t) 
doit être univoque, la fonction D (æ) doit être périodique: 


D (p + 27) — ® (y). 
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d'où u — n?, n — 0,1, ... Aussi la fonction À (&) doit-elle vérifier 
l'équation 

7 1 / n° Q 

R'+—R +(1—7)R=0 (23) 


qui est un cas particulier de l'équation de Lommel (4) du $ 18. 
D'après sa signification physique, la fonction uw (r, @, ft) doit être 
bornée pour r< r, et en particulier pour r — 0. On a donc, à un 
facteur près, 


R(T)= Jh (V'Ar) 


En vertu de (22), la fonction R (r) doit vérifier la condition aux 


limites 
CR (7) + BR’, = 0, (24) 
d’où l’on déduit l’équation définissant les valeurs possibles de la 
constante À: 
an (2) + Vzdh (z) = 0. (25) 
Ici 


z=V A QE = P/r0- 


Mettons la solution générale du problème proposé sous forme de 
superposition des solutions particulières obtenues : 


u(r, ®, t)}= > 2 nm (Am COS ND + Bnm sin no) J, (V Anmr) 


(en sommant suivant toutes les différentes valeurs propres À). 

Les constantes A,ym et Bnm se cherchent en faisant intervenir les 
conditions initiales et les propriétés d’orthogonalité des fonctions 
propres. 

Une généralisation naturelle du problème (23)-(24) est le problè- 
me de recherche des fonctions propres et des valeurs propres de l’équa- 
tion 


d {. dy \ 2 
(et) + (ar )y=0 (v>0) (26) 
assujettie à la condition aux limites [ay (x) + By'(x)l | «= = 0 


et à la condition d'admettre une solution bornée pour æ — 0. Dans 
le voisinage du point x — 0, pour des valeurs données de XÀ et v> 0, 
une seule des deux solutions linéairement indépendantes de (26) est 
bornée : 


(a) =J,(st) (s= VA) 
L’équation (26) admet une singularité pour x — 0. Pour que les 


propriétés fondamentales des fonctions propres et des valeurs pro- 
pres du problème de Sturm-Liouville soient conservées dans le cas 


& 24] PROBLÈMES AUX LIMITES DE PHYSIQUE MATHÉMATIQUE 249 


de (26), on doit s'assurer que k (x) W [yx, (x), ya, (x)] me 0. Dévelop- 


pons la fonction J, (sx) en série de puissances. Il vont 
k (x) W Ta, (x), ya, (x)] — 


£ d 
— 1 E£ (s1x) Je (SX) — J'y (SX) —— dv (512) | = 


4 y V— —_ 
RCE [(sr)” vsa (822) — (522) vs (six) 7°] + 


+0 (r%+1)}= O (x2+2) —— 0. 


Nous sommes amenés à énoncer les conclusions suivantes: 
1) Les fonctions propres du problème posé sont 


Yyn (2) = J y (V Ava à) 0; is 54): 


ses valeurs propres sont définies par l'équation 
aJ y (z) + YzJ/ y (z) = 0 (27) 


dans laquelle z=V Al, y—f/L. 
Si œ/y+v<O0, l'équation (27) admet une racine qui correspond 
à la valeur propre À 0. Si tel est le cas, on doit remplacer, 


dans tous les calculs suivants, VX et J, (VAx) par iV” —X et 
einv/21,(V — à x) respectivement. 

2) Les fonctions propres J, (V Àwn x) sont orthogonales sur l'inter- 
valle 10, Î[ par rapport au poids p (x) — x, i.e. 


| JV hunt) Jo (Vhvmt)zdx=0 (mn). 


ÿ 


Pour calculer le carré de la norme des fonctions propres, nous 
utiliserons l'égalité 


{un p Ce) de = 5 A (e) W La (2), a (fe = 
0 


À \ 
— W [vx PAR Yu (x)] Le (28) 


(nous avons utilisé une identité analogue en démontrant l’orthogo- 
nalité des fonctions propres du problème de Sturm-Liouville). 

Passant dans (28) à la limite pour u — À et levant l’indétermina- 
tion par la à à de L’'Hospital, nous obtenons 


atocer-kw (y) 
) 


x==l ? 
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d’où 


} 
4 


= farm are WG (Va) D (VEm)he 
& À ? 


0 LV — "yn 


(en prenant la dérivée par rapport à l'argument de la fonction de 
Bessel). Le wronskien se calcule sans peine en exprimant la dérivée 
seconde au moyen de la première et de la fonction elle-même à l'aide 
de l’équation de Bessel. II vient 
Nn={A@P+(1-5)%(@})  . «9 
2= 7% hynl 
L'équation (26) admet une singularité pour x — 0. On montre 
cependant que le théorème d'oscillation reste valable pour le problè- 
me considéré, si bien que l'équation (27) admet une infinité de ra- 
cines Àg y <T À <C ... et les fonctions propres y, (x) corres- 
pondant à la valeur propre À — À, admettent exactement nr zéros 
dans l'intervalle JO, /[. En vertu du théorème de comparaison, les 
valeurs propres À -= À,, Croissent avec À. 


0. Développements de Dini et de Fourier-Bessel. Intégrale de 
Fourier-Bessel. Le développement 


l (x) “2 Aynd Fe A (30) 
où 
l 
Œvyn = _ | x] (x) J'y (V Avr +) a, (31) 
vn Û 


porte le nom de développement de Dini de la fonction j (x). Ici À,, 
est racine de l'équation (27), et le carré de la norme se calcule par la 
formule (29). Si l'équation (27) se présente sous la forme J, (z) — O0, 
ce qui correspond au cas de y — 0, ie développement (30) porte le nom 
de développement de Fourier-Bessel. On a le théorème suivant: 


THéorëmEe 3. Soit la part V'x f(x) absolument intégrable sur 
Le segment [0, 1], et soit v=> — 1/2. À lors, pour 0 << x << I, le dévelop- 
pement (30) a lieu en même temps que le développement correspondant 
en série de Fourier ordinaire. 

On trouve un exposé de la théorie des développements de Fourier- 
Bessel et de Dini dans le livre de G. Watson [3]. 

Dans les problèmes de physique mathématique, on utilise sou- 
vent une forme limite des développements de Fourier-Bessel qui se 
déduit de (30) pour / —+ . Nous allons établir ce développement à 
l’aide d'un raisonnement assez peu rigoureux. 
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On a en vertu de (29)-(31) 
l 
ss | æf (x) Jy (knx) dx 
= 5 ———— 17, (kr), (32) 
a=0 5 i7, Œni)l? 


où les #, se déduisent de l’équation 
Ja (D —=-0. (33) 


La contribution des premiers termes de la série (32) pour { — 
est sensiblement nulle, à cause du facteur [? figurant dans le dénomi- 
nateur. Nous retiendrons donc les valeurs asymptotiques de X, pour 
des n suffisamment élevés. L'équation (33) nous donne 
cos (k,l — nv/2 — x/4) & 0, 
d’où 
k,l = nn + const. 
Calculons 7, (k,l) par la formule de dérivation. Il vient 


5 — 2 : TT 2 
[x (kl)l — [ v41 (k,l)1? db and) sin? (E, L — +) TT RTE 
(nous avons posé sin? (k,l — nv/2 — n/4) & À, car cos (k,l — 
— nv/2 — x/4) & 0). Puisque Ak, — k,+4, — k, & n/l, on peut 

mettre le dés cu (32) sous la forme 
FE S AS A A AE | LIL) da (ht) ar: 


R , —=0 0 
Comme A, —- 0 quand { — ©, on obtient en intéorant au lieu de 
sommer en x, 


FR KE (K) JT, (RTL) dE, (54) 


Ftk)=\ 26) (Rr)ar. (35) 


Le développement (34) est appelé intégrale de Fourier-Bessel. 

Les conditions dans lesquelles une fonction arbitraire j (x) se 
laisse développer en intégrale de Fourier-Bessel sont examinées dans 
[3]. On à un théorème: 


THÉOREÈME 4. Soit La Er V x j (x) absolument intégrable sur 
l'intervalle 10, oof[, et soit v => — 1/2. À lors le développement (34)-(35) 
a lieu pour x > 0 en même “temps que le développement correspondant 
en intégrale de Fourier. 
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Remarquons que pour v — +1/2 les développements (30) et 


(34) se réduisent aux développements de la fonction V x f (x) suivant 
les cosinus (v + — ‘/,) ou les sinus (v = 1/,). 


& 25. Résolution de quelques problèmes fondamentaux 
de mécanique quantique 


Dans le $ 9 nous avons examiné une méthode générale de résolu- 
tion de problèmes de mécanique quantique concernant les états du 
spectre d'énergies discret dans le cas où il est possible de réduire ces 
problèmes par séparation des variables aux équations différentielles 
du type 


G (x) 
0 () 


T (x) 


#, 
L 
10 


u" + 


= 0; (1) 


Ici o (x) et © (x) sont des polynômes de degré non supérieur à 2, et 


t (x), un polynôme de degré non supérieur à 1. Dans le présent para- 
oraphe, nous allons résoudre quelques problèmes les plus courants 
de mécanique quantique par cette méthode. Remarquons que les 
équations différentielles du type (1) se rencontrent dans des pro- 
blèmes aussi importants que le mouvement d’une particule dans un 
champ central, l’oscillateur harmonique, les équations de Schrü- 
dinger, de Dirac et de Klein-Gordon appliquées au potentiel cou- 
lombien, le mouvement d’une particule chargée dans un champ 
électrique ou magnétique homogène... En outre, on est conduit à 
des équations de ce type dans bon nombre de problèmes modèles de 
physique atomique, moléculaire et nucléaire liés à l'étude des pro- 
cessus de diffusion, d'interaction des neutrons avec les noyaux lourds, 
à l’analyse du spectre de rotation et de vibration des molécules (par 
exemple dans la résolution des équations de Schrôdinger aux poten- 
tiels de Morse, de Kratzer, de Wood-Saxon, de Pôschl-Teller *)). 

En cherchant les valeurs propres de l’énergie Æ et les fonctions 
propres des équations de Schrôdinger, de Dirac ou de Klein-Gordon, 
on ramène l'équation initiale par séparation des variables à l’équa- 
tion (1) sur un intervalle ] a, b[. L'énergie Æ intervient comme para- 
mètre dans les coefficients de (1). Les solutions des équations ini- 
tiales pour les états liés sont soumises à des restrictions supplémen- 
taires, qui se traduisent généralement par les conditions suivantes 


DETTE 
imposées aux solutions de l'équation (1): la fonction w (x) 12 p(x) 
doit être bornée et de carré intégrable sur | a, b[. Ici la fonction o(x) 


[e. "4 


est solution de l'équation (60) — TO : elle apparaît quand on met 


*) Voir S. Flügge, Practical Quantum Mechanics, Springer Verlag, 
Berlin-Heidelberg-New York, 1974 (vol. 1). 
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(1) sous forme auto-adjointe : 


(cou) + p (x) + sa u = 0. 


Selon la méthode du $ 9, ce Er peut être résolu de la façon 
suivante. Tout d’abord il convient de faire le changement 
u —= (x) y afin de réduire (1) à l’équation du type hypergéométrique 


G(x)y + T(x) y + y = 0 


en procédant de façon que la fonction + (x) — + (x) + 2x (x) admette 
sur l’intervalle | à, b | une dérivée négative et une en SUPpo- 
sant que 6 (x) 0 pouræEla,bl. Les valeurs propres de l'énergie 
se cherchent à partir de l'équation 


hp nr +200 620 (n=0, 1, ...), 


et les fonctions propres y, (x) sont des polynômes de degré n 
Bn dd ,., 
Un (x) Su o (x) en. [G (x) D (x)] 
orthogonaux sur | a, b Î par rapport au poids p {x) (B, étant une 
constante de normalisation). 
Examinons quelques problèmes caractéristiques de mécanique 
quantique qui se laissent résoudre par la méthode proposée. 


1. Résolution de l’équation de Schrôüdinger pour le champ central. 
Le problème fondamental de la mécanique quantique de l’atome est 
celui du mouvement de l’électron dans un champ d'attraction cen- 
tral. L'importance de ce problème tient à ce que l'hypothèse du 
champ central utilisé à la description du mouvement des électrons 
de l’atome s’avère très fructueuse pour le calcul des différentes pro- 
priétés des structures atomiques *). Une telle description permet de 
se faire une idée plus nette des particularités du comportement des 
atomes et de déterminer leurs états énergétiques sans avoir à résou- 
dre le problème de mécanique quantique des V corps qui présente des 
difficultés quasi insurmontables. 

Pour définir la fonction d’onde + (r) d’une particule mobile dans 
un champ à symétrie centrale U (r), on doit résouare l’équation de 
Schrôdinger 


A+ LE —U (r)] = 0 (2) 
(fi est la constante de Planck, M la masse de la particule, U (r) 


l'énergie potentielle). 


*) Voir D.R. Hartree, The calculation of atomic structures, New York, 
Wiley; London, Chapman and Hall, 1957. 
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Cherchons les solutions particulières de (2) par séparation des 
variables en coordonnées sphériques, en posant 


pr) =ÆF(r) Y (0, p). 
En procédant dans le même ordre qu'avec l’équation de Laplace 
(voir $ 10), on obtient les équations suivantes pour les fonctions 


F'(r) et Y (0, œ): 
AgaŸ + AY = 0, (3) 


ar (e)+[E-0 (FM 20 


r dr dr h?2 


On a vu plus haut que l’équation (3) n’admet de solutions bornées 
et univoques pour 0LO0< nm, OL p< 271, que si À (+1), 
auquel cas Ÿ (6, p) — ŸY ;m (8, æ) est une fonction sphérique. 
Puisque 
Î d 


Ent 


2) —- d° 
r* dr \ dr 


PR PR 


on peut, en faisant le changement À (r) — rF (r), réduire (4) à l’équa- 
tion 
; 2M TESTS 
R + EU (r) | R = 0. (5) 
Pour les états du spectre discret la fonction d'onde 4 (r) doit véri- 
fier la condition de normalisation 


Fe 


| AO) PQ TU ET 
Puisque 


À 1 Pam (8 ) 12 dQ— 1. 


la condition de normalisation À (r) s’écrira 


(ra (r) dr 1. (6) 


0 
La fonction F (r)= +R (r) est supposée bornée pour r — 0. 


2. Résolution de l’équation de Schrôdinger pour le champ cou- 
lombien. Le seul atome pour lequel l’équation de Schrôdinger ad- 
mette une solution exacte est l’atome d'hydrogène. Or, cela ne di- 
minue nullement l'intérêt de cette solution exacte, car les solutions 
analytiques dégagées sous forme explicite s'avèrent souvent utiles 
comme point de départ des calculs approchés relatifs à des systèmes 
de mécanique quantique plus compliqués. 

Si l’on veut donner une description de l’atome d'hydrogène en 
termes de mécanique quantique, on doit prendre en considération 
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le mouvement relatif de l’électron (masse m, charge —e) et du noyau 
(masse 7, charge e). Nous nous appliquerons cependant à résoudre 
un problème plus général, en admettant que la charge du noyau 
est égale à Ze. Ce problème présente un intérêt physique immédiat, 
car les valeurs propres de l’énergie calculées dans ce cas correspon- 
dent, à des effets relativistes près, aux niveaux d’énergie observés 
de l’atome d'hydrogène (Z — 1), de l’atome d’hélium simplement 
ionisé (Z — 2), etc. Un modèle d’atome hydrogénoïde s’avère en 
outre utile par exemple pour l’étude des spectres des éléments alca- 
lins, ainsi que des spectres des rayons X des atomes à Z élevé. 

Le problème du mouvement de l’électron se réduit facilement à 
celui du mouvement d’ur corps unique : une particule de masse ré- 
duite *) 

__ _ mM | 
MT ESS 
mobile dans un champ coulombien UÙ (r) — — Ze?/r, i.e. à l’équa- 
tion de Schrôdinger 


2H Ze? 


}p— 0. 


Puisque l'énergie potentielle Ü (r) est négative et s’annule à 
l'infini, il ressort des considérations physiques que les états du 
spectre discret n'auront lieu que pour £ 0. 

Passant aux coordonnées sphériques, nous obtenons l’équation 
pour la fonction R (r): 


R+[ (rt) Cr 0. (7) 


Il est bon de passer dans (7) aux variables sans dimension : à cet effet, 
on utilise le système d'unités atomiques dans lequel les unités de 
charge, de longueur et d’énergie sont respectivement la charge de 
l’électron e (e >> O0) et les quantités 


ao =ñ?/(ue?), Ej=e?/as. 
L’équation (7) devient alors 
” Z L(i+I 
Rr+[2{(r+2) C0 )r=0. (8) 
Puisque la fonction d'onde (r) doit être bornée et de carré intégrable, 


fl : ; 
la fonction — R (r) sera bornée pour r — 0 et soumise à la condi- 
tion de normalisation (6). 


*) Voir par exemple L. Landau et E. Lifchitz, Mécanique quan- 
tique (théorie non relativiste), t. 3, Moscou, « Mir », 1981. 
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L'équation (8) est une équation généralisée du type hypergéo- 
métrique avec 


G{r=r, t{)=0, o(r) = 2Er +92Zr—1(1+1). 


Le problème qui se ramène à l’équation (8) appartient à la classe 
des problèmes étudiés au $ 9. En effet, on a en l’occurrence p (r) — 


— {/r. Aussi la fonction Fa (r) R (r) sera-t-elle de carré intégrable 
sur l’intervalle 0, cof et bornée pour r — 0, car on a la condition 


de normalisation {6) et la fonction _ R (r) est bornée pour r — 0. 


Nous sommes donc en droit d'appliquer la méthode considérée plus 
haut. Réduisons (8) à l’équation du type hypergéométrique 


GE)y +T()y + y = 0 
en posant À (r) = œ@(r) y (r), où œ (r) est solution de l’équation 
p'/p = x (r)/6 (r). 


Le polynôme x (r) s’écrira alors comme suit: 


1 ] - 
n()= Lt L—92Er-227r+1(14+ 1) +. 


La constante X sera choisie à partir de la condition que l'expression 
sous le radical admette des racines multiples. Le polynôme x (r) 
prendra alors l’une des formes possibles suivantes: 


V—2Ér+I+— pour k—2Z+(2+1)V —2E, 


| = 


HT) = -— + 


NO 


É 


V—2Ër—1—+ pour k=2Z—(21+1)V —2E. 


I1 convient d’en choisir celle qui assure à la fonction t (r) = +T (r) + 
+ 21 (r) d’avoir une dérivée négative et la racine sur l’intervalle 
10, +o Î. Ces conditions sont vérifiées donc par la fonction 


t{r)}=2(14+1—7V —2Er), 
ce qui nous donne 
n(D=141 VTT TEr, pÜ=ritie- VTT, 
A—=2{Z—(G+1)V —2E], p(r)=r2ltie-21-2Er, 


& 25] RÉSOLUTION DE PROBLÈMES DE MÉCANIQUE QUANTIQUE 957 


Les valeurs propres de l’énergie Æ se cherchent à partir de l’équa- 
tion 
nr + ED 620 (n=0, 1, ...). 

qui donne 
E _ 9 
RCE ® 
La valeur de l’énergie Æ se définit complètement par le nombre 
n + | + 1, appelé nombre quantique principal. 


Les fonctions propres y (r) = y,i(r) s’écrivent alors sous la 
forme 


_ Bni an N+H2+H1L oy 22r 
Uni PROS : (— 2Zr | drn Lr ee : _ n+i+i }] 
d : n+l+1 


et se confondent à un facteur près avec les polynômes de Laguerre 


LM (x), où ve). La fonction radiale R(r)—R,,(r) 


s’écrira définitivement sous la forme 
Raulr)= Cie lire (x). (10) 


On s’assure aisément que les fonctions À, (r) satisfont à la con- 


dition 


Co Q 


ni (r) dr << © que nous avons imposée dès le début. La 


0 
constante C,, se cherche de la condition de normalisation (6): 


CO 


| Ru (r)dr=1, 


0 
OU 
THE ci, | eg2l+2 [LUN (x)]2 dr = 1. (11) 


0 


Pour calculer l’intégrale figurant dans (11), on peut utiliser la re- 
lation de récurrence pour les polynômes de Laguerre (voir $ 7). Ona 


gi =9(n Lit) LE (n+1) LM (n+21+ 1) LE, (19) 


Næ1° 


*) Dans les manuels de mécanique quantique, il est d'usage de désigner 
le nombre des zéros de la fonction radiale R (r) par n,, et le nombre quantique 
principal par nr. Avec ces notations, on mettra n — À — 1 au lieu de x dans 
toutes les formules indiquées. 


17—0592 
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En vertu de la propriété d’orthogonalité des polynômes de Laguerre, 
on en déduit aussitôt 


e*x2l+2 [LM (x)]? dr — 


D 8 


CO 


= {eat La (2) (2(n +14 1) Li (x) + dr 


0 


—2(n+141) Àerattt [LI (x)j dr = 2 (n +141) d8, 
0 


où d2 est le carré de la norme du polynôme L?*#1(x). On a donc 


CE  _ 
F0 ++ dé (RYI+1P (+241) 


La fonction radiale la plus simple correspond au cas où n — 0: 


(15) 


nd —X/2l+1 
do) 141 PIED CAE: 


Pour ! = 0 la fonction radiale est la plus compliquée : elle admet 
autant de zéros que le permet l’énergie donnée. Or, dans ce cas-là 
la fonction d’onde dépend des angles 6, @ de la façon la plus simple : 
pour À — 0 elle présente la symétrie sphérique, car 


{ 
Vol D), 
00 ( ) 1/4 
Exemple I. Connaissant les fonctions radiales R,,(r), on peut 
calculer les différentes caractéristiques de l'atome hydrogénoïde, 
telles que l’énergie potentielle moyenne u,, de l'interaction électro- 


statique entre l’électron et le noyau, ou la distance moyenne r,; 
entre l’électron et le noyau. 
À l’aide de (10) et de (13), on obtient 


CO 

— Z 

= — | + ni (r) dr = 
0 


OO 


= ZC?, | SH [LA (>) dr = — Z Cd — 


0 


Z 
_ (a+1+1)° 


Ainsi donc, l'énergie globale de l’électron Æ (voir (9)) est égale à la 
moitié de l’énergie potentielle moyenne. 
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Ensuite 


e*x2lt1 [x LA (x)12 dx. 


Foi À rRèe (7) dr = Cu (HET)? 
0 


© Es 2 


Pour calculer l’intégrale, il suffit de faire intervenir la relation de 


récurrence (12) et de profiter de l’orthogonalité des polynômes de 
Laguerre : 


= > {n { 
= Cha (JC + 0 dE + 4m +14) dE + (21+ 1) 81 


112 (21414)! 
= Cf) ÉD 218 (n+ 1412 —1(+1)— 


= [3 R+I+ API (IL A) 


Exemple 2. Cherchons le potentiel électrostatique créé dans un 
point donné de l’espace par un atome hydrogénoïde en utilisant à 
cette effet des fonctions d’onde hydrogénoïdes. 

Supposons que l’état stationnaire d’un électron, mobile dans le 
champ coulombien créé par le noyau de charge Ze, soit caractérisé 
par les nombres quantiques n, !, m. La masse de l’électron étant 
faible devant celle du noyau, on peut admettre sans grande erreur 
que le noyau est immobile dans un point r — 0. Cherchons le po- 
tentiel moyen V (r) créé en r par l’électron et le noyau, nous rappe- 


lant que dans les unités adoptées le potentiel du noyau s’écrit Z/r. 
Il vient 


V(r)=<- | | ŸVnim (r') È (r'}? dr’ dQ. 


Fr 


Il est facile de calculer l’intégrale à l’aide de la fonction génératrice 
pour les polynômes de Legendre et du théorème d’addition pour les 
fonctions sphériques (voir $ 10, n°5): 


rit à me oree. 0] 


{ 
s—=0 m° 
Puisque 


La 1 ? 4 , 
Pnim = = Rai (7) Yim (O7 P}, 
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il vient 


| | Pnim (r”) le (r'}2 dr' dQ' — 


[r-—r | 


-5 =, 2 Ÿ sm’ (@ ®) = Eu Rutr') dr' x 
XIV, (6, p)Yi(0", D) Yi (0, p')d@. (14) 
Intéerons suivant q' en utilisant la forme explicite des fonctions 


sphériques ; il ne reste, dans la somme en m', qu’un seul terme, celui 
correspondant à m' — 0. Il vient définitivement 


® 
(= LE Er Vo (6 9) | HE Ra (7) dr x 
D 
X | Y'1m (0°: P') Yi (O'; p') Y io (8°, p') dQ. 


rs 
L'intégrale | 5 Ra(r') dr' peut s'écrire sous la forme : 
> 


o"* 


CO 


Î J\S 2 / / S c RÈ | r 
0 


T 


on du produit de trois fonctions sphériques se réduit à celle 
du produit de trois fonctions O,,, (cos 8): 


4 
À Yim (8° p°) Vin (83 p') Yo (P', p') dR = | Of (x) 650 (x) dx. 
— 1 


7x 2n 

La dernière intégrale se laisse exprimer à l’aide des coefficients 

de Clebsch-Gordan ou des coefficients de Wigner, qui sont disponi- 

bles sous forme de tables *). Comme les fonctions @,,, (x) sont ortho- 

sonales, l’intécrale en question n’est pas nulle que pour s— 0,2, ... 

, 21, i.e. la somme en s de (14) contient un nombre fini de termes. 

Dans le cas où l’électron est à son état fondamental (7 = O0, 

L — 0), toutes les intégrales se calculent sans peine. On obtient en 
définitive 

Z { . 
V (r) — (z2+-) bre, 


Pour r petits on a, comme il fallait s’y attendre, V (r) & Z/r, et pout 


#*) À. R. E. Edmonds, Angular momentum in quantum mechanics. 


CERN 55-26, Geneva, 1955. 
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r— co on a V(r) & (Z — Â}/r (l’électron fait écran au champ du 
noyau). 


3. Résolution des équations de Klein-Gordon et de Dirac pour le 
champ coulombien. Nous venons de considérer l’équation de 
Schrôdinger pour une particule chargée mobile dans le champ cou- 
lombien. Si l’énergie de la particule diffère sensiblement de son 
énergie de repos égale à Mc? (où M est la masse de la particule et 
c la vitesse de la lumière), l’équation de Schrôdinger devient ino- 
pérante: il convient d'utiliser des généralisations relativistes de 
cette dernière, i.e. soit l'équation de Klein-Gordon, soit l’équation 
de Dirac, en fonction de la valeur du moment angulaire intrinsèque 
de la particule (spin). 

a) Considérons d’abord l’équation de Klein-Gordon qui définit le 
mouvement d’une particule chargée de charge —e (e >> 0), de 
spin entier et de masse ] dans un champ coulombien d'énergie po- 
tentielle U (r) — —Ze?/r. Un tel problème se pose par exemple quand 
on étudie le mouvement des mésons x dans le champ des noyaux 
atomiques. Dans un système d'unités où la masse de la particule À, 
la constante de Planck À et la vitesse de la lumière c sont égales à 1, 
l'équation de Klein-Gordon prend la forme 


Ap+[(r+É)-1lp=0 (u= x). (15) 


Pour les états liés on a0<ÆE<î. 

Nous chercherons des solutions particulières de (15) par sépara- 
tion des variables en coordonnées sphériques, en posant 1p (r) — 
— F (r) Y (6, p). Procédant dans le même ordre qu'avec l’équation 
de Laplace (voir $ 10), nous obtiendrons les équations suivantes 
pour les fonctions F (r) et Y (6, œ): 


LR (16) 


L Gp dr). u \2 À a | 

(re) f[(est 1-7) F (0. (17) 

On à vu plus haut que l’équation (16) n’admet de solutions bornées 

et univoques pour OL On, 0 p< 21 que si À = (1 +1), 

auquel cas Ÿ (0, p)— Ÿ y» (0, p)est une fonction sphérique. L’équa- 
tion (17) se réduit par le changement À (r) = rF (r) à 

” u \2 1(+1)7» 

R'+|(E++E) —1- | R= 0. (18) 

L'équation (18) est une équation généralisée du type hypergéométri- 

que avec OC (r) =7r, tT(r) = O0, G (r) = (Er +u} —r —-1( +1). 


La fonction À (r) doit vérifier la condition de normalisation 


| R2(r)dr=1 (19) 
0 
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et être bornée pour r — 0. Remarquons qu’en résolvant l’équation 
de Schrôdinger correspondante, on demande que soit bornée pour 
r— 0 Ia fonction 2 R (r), ce qui constitue une condition plus res- 
trictive. 

L’équation (18) admet une singularité pour r — 0. Voyons ce 
que devient À (r) quand r — 0. Puisqu on a pour r +0 

MN 4 GET)  m—IC+t 
(E+ r | 1 rÈ ca 72 9 

le comportement de la fonction À (r) se définira approximativement 
dans le voisinage du point 7 = 0 par l'équation d’'Euler 


R'+ ER R =0 


dont les solutions se présentent sous la forme 
EPS CN EE CARTE 


à 


où 

v— —1/24+4V(1+1/2} —u? 
(il sera supposé par la suite que u << ? + 1/,). Comme la fonction 
R (r) doit rester bornée pour r 0, on a €, = 0, i.e. R (r) = 
Z Cr pour r — 0. 


Le problème qui nous a conduits à l'équation (18) appartient à 
la classe des problèmes déjà étudiés au $ 9. En effet, nous avons dans 


le cas considéré op (r) — 1/r, en sorte que la fonction 4 o(r) R (r) 
doit rester bornée pour r — 0 et de carré intégrable sur l’intervalle 
10, c [ en raison du comportement de R (r) pour r —- 0 et conformé- 
ment à la condition de normalisation (19). Nous sommes donc en 
droit d'appliquer la méthode du $ 9. 


Ramenons (18) à l’équation du type hypergéométrique 
o (r)y" + v(r) y + Ag = 0 
en posant R (r) = œ (r) y (r), où œ (r) est solution de l’équation 
p'/p = x (r)/6 (r). 
Le polynôme x (r) se définira alors par l’expression 
nr) =1/2 HV (+ 1/2} —u?—QuEr + (1 —EÆ?) r2 + kr. 
La constante £ sera choisie de telle façon que l'expression sous le 


radical admette des racines multiples. Le polynôme x (r) se pré- 
sentera donc sous l’une des formes suivantes : 


(r) = 1/2 + VT-Er+v+s pour k=2UE + (2v+1)V1—2£?, 
a (r) = 1/2 + ; 
Vi—Er- vi pour 4=2uE —(2v +1) VIi= A 
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De toutes les formes possibles de x (r), on doit choisir celle pour la- 


quelle la fonction v (r) = % (r) + 21 (r) a sa racine sur l'intervalle 
10, +c [ et une dérivée négative. Ces conditions seront vérifiées par 
la fonction +T (r) = 2 (v + 1 — ar), où a = V1 — E?, ce qui cor- 
respond à 

n)=v+i—a, po)= mer, 

À = 2[u£ — (v + 1) al, p (r) = rfle-2er 


1m LT Poe Tir 
(a=V1—E#, V= — 7 +3 (144) —p?) | 
Les valeurs propres de l'énergie Æ se cherchent à partir de l’équa- 
tion 


RUE AE 2 St 6"=0 : 


on obtient 


 —_ — (n=0, {, 7. (20) 


Vin) 


Les fonctions propres correspondantes y = y, (r) se présentent alors 
comme suit: 
Ba; an 

ne — Dvd 225 
Un (r) r2v+t e—2ar An GERS Vrie ar) 
et se confondent à un facteur près avec les polynômes de Laguerre 
LEV*T (x), où x — 2ar. Les fonctions propres R (r) = R,, (r) s’écri- 
ront 


Ritr)=Crirvtle-</2L2VET (x), 


On vérifie sans peine que les fonctions R,, (r) satisfont à la condi- 


CO 


tion | Rai (r) dr ' oœ formulée au départ. La constante C,, se 


Ô 
trouve de la condition de normalisation (19), exactement comme dansle 
cas de l’équation de Schrôdinger correspondante. 

Examinons le passage à la limite non relativiste. Dans ce cas la 
constante u est petite. Evaluons les autres quantités pour u — 0: 


: | 2 
Rni (r) TS RIDER RE ne (x), o oLet + 1 is 


Ces formules se confondent avec celles obtenues dans le n° 2 pour 
l'équation de Schrôdinger : en effet, la quantité ur dans notre sys- 
tème d'unités correspond à Zr dans le système atomique, et l’éner- 
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wie 
u? 
El 
renferme l’énergie de repos de la particule Æ, — 1. 

b) Considérons maintenant l'équation de Dirac qui définit le 
mouvement d'une particule chargée de spin demi-entier dans un 
champ 
Ze? 


r 


Le 


Dans ce cas la fonction d'onde de la particule admet quatre 
composantes 13 (r) (4 = 1, ..., 4). Dans un système d'unités où 
la masse de la particule M, la constante de Planck À et la vitesse de 
la lumière’ c sont égales à 1, l'équation de Dirac s’écrira (voir [2]): 


0P3 0, | —— 


J'hi+ D 
(E+É +) De +5 a. = 0, 
( 
( 


ru . j . 
02 + OT ôy 0, 


| 
( (21) 
| 
] 


E+#-1) A, — qe rer Le 0): 


Ôz Ox 


Les quantités Æ et gardent le même sens que dans l’équation de 
Klein-Gordon, avec O0<Æ< 1. 

En coordonnées sphériques (r, 8, œ), les variables dans (21) se 
séparent si l’on veut chercher la solution sous la forme 


E Jet (r) Qjrm (8 p); 


, (22) 
3 (r) as | | 
LE ne (— 1) g(r) Qirrm (0, ). 


Ici j est le nombre quantique caractérisant le moment angulaire 
total de la particule (j — 1/2, 3/2, . . .), 2 et l' sont les nombres 
quantiques orbitaux qui, pour un ; donné, peuvent prendre deux 
valeurs, j — 1/2 et j + 1/2, avec par ailleurs ?’ = 2j — I; le nom- 
bre quantique m parcourt les valeurs demi-entières comprises entre 
—)j et j. 

Les quantités Q,,, (6, @) et Q;,, (8, œ) définissent l'influence 
des variables angulaires sur la fonction d'onde. Ces quantités, appe- 
lées spineurs sphériques, sont liées aux fonctions sphériques Ÿ; » (0, œ) 
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par les relations suivantes *): 


V” ne Vi,m-172 (0, ) 


2 3m — pour l=:j— 17/2, 
— mm 
V Eu mes (8, ) 
mit 
Æ Vue (8, p) 
Om = pour {—j+1;2. 


j { 
VE maire (6, 9) 


Portant (22) dans (21), on obtient un système d'équations pour les 
fonctions f (r) et g (r): 


ff +; (g+14+É) 8-0, 
(23) 


g' + 


g+(e-1+)$-=0, 
où 

na 1) pour {=j—-1/2, 

. L pour {—j+14/2. 

Remarquons qu'en approximation non relativiste on à [f(r) | > 
> |g (r) | (ce qui sera montré par la suite). 

Les conditions définissant les fonctions f (r) et g(r) pour les 

états du spectre discret se réduisent à ce qui suit: les fonctions 


rf (r) et rg (r) doivent rester bornées pour r —- 0 et vérifier la condi- 
tion de normalisation 


| r2[f2(r)+g(r)]dr=fi. (24) 
( 


Mettons le système d'équations (23) sous forme matricielle. Soient 
= Co) “(Ci 
u — = : |. ;}: 
Ua £ (r) Ua 


u — Au, (29) 


On a alors 


*) Voir par exemple À. Axnesep, B. BepecrTenxkui, Keanmoean 
orekmpoôunamura, M., « Hayxa », 1981 (A. Akhiezer, V. Berestet- 
ski, Electrodynamique quantique); voir aussi [2]. 
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*« 


ou 


1+%x , LU 

T4 d49 = T 1+£+— 
A— 4 r E Lu 1—%»x |: 

21 2 1 — — 


Pour définir uw, (r}), éliminons w, (r) entre les équations (29); cela 
nous donnera une équation différentielle du second ordre pour la 
fonction w, (r) 


4 / \ 
” yo ’ , Œj9 \ . 
Us — (au Fagar | Us + (ar1a2e — alu — Gi + ut] Mi 0. 


| (26) 


D'une façon analogue, en éliminant uw, (r), nous obtenons l’équation 
pour u, {r}: 


LW 
vs 


Les coefficients de la matrice À s’écrivent 
din = Dir + Cir/r, 


où b;r eb c;r Sont des constantes. Les équations (26) et (27) ne sont 
pas des équations sénéralisées du type hypergéométrique. Cela tient 
à ce que 

je C12 


do Cor + Dior* 


ce qui fait que les coeïticients affectant u, (r) et u., (r) dans l’équation 
(26) s’écrivent 


/ 
O2 P1 (r) Cy2 
y +a RE  — ———— —— 
ut du Li 2 Tr Cyo7 + Oyor” c 
? 
/ dj2 __ Po (r) C12 C11 + Our 
A 4@92 — Ayooy — di + di — do 


rè Cyor + byor? r 


(p. (r) et p, (r) étant des polynômes de degré non supérieur à 1 et à 
2 respectivement). L’équation (26) serait une équation généralisée du 
type hypergéométrique avec © (r) — r si les coefficients b,, ou cu 
étaient nuls. IE y a donc intérêt à faire les transformations suivan- 
tes. Un changement linéaire 


CJ=c(u): 


dans lequel la matrice non décénérée C ne dépend pas de r, nous donne 
un système d'équations pour les fonctions v, (r) et v, (r) analogue à 
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(23). En effet, on obtient au lieu de (25) l’équation 


v' = Av (28) 
dans laquelle 
LV [en 4 ;. r 
= 4 cac ["" . 
V2 Gi  o2/ 


Les. "4 


Les coefficients a;, représentent évidemment des combinaisons 
linéaires des a;,. Ils s’écrivent donc 


Gin 0 ir + Cinlr, 
où br et c;, sont des constantes. 


Les équations définissant les fonctions v,(r) et w,(r) seront 
analogues à (26) et (27): 


y a” 
” Pt Ph Œj2 ’ le "4 Pt le "4 Pt de” d2 Ft EE 
VU, — (au+ An2 + —= | VU, + (audze — Gio02: Gite — au1) V0, 
do 12 


De (au +ag + | Va + (andre — Grodrs — Qs, + a) V0. 
2 Go] 
(30) 
Remarquons que le calcul des coefficients dans (29) et (30) est 
facilité par la similitude des matrices À et À : 


Les AT n°4 


Gis Tr A2 Aus Ton Ui1d22 — Gil oi = Qy1Q 99 — Ayo. 
Pour que (29) soit une équation généralisée du type hypergéo- 
métrique, il suffit de poser soit b,, = 0, soit c,, — 0. Pour l’équa- 


tion (30), la condition est analogue : soit be — 0, soit Cu — 0. Ces 
conditions impliquent des restrictions au choix de la matrice C. 


Soit 
œ 
c=( s) 


Ci | ô TE) , A—aû—f$y, 


Alors 


FE Fr O0 — ApAV +0 — BY GR — ff? + (a22— 011) AR | 
A240? — A2 V? + (G44 — G29) VÔ — dy + any — 210 + a200 ) 
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Avec bd, =0on a (1+Æ)a? — (1 — Æ)B? = 0, 


> Co = 0 » 2xaB +u(a +$B?  —=0O, 
» bn =0 » (A+E)ÿ—-({—E)6& —0, 
» Cu = 0 » 2#yÔ + un (y? + 6”) = (0. 


Nous voyons que les quantités &,,6, y, Ô peuvent être choisies 
de différentes manières. Les auteurs des manuels de mécanique quan- 
tique se bornent généralement à examiner une seule variante définie 


par Di = 0, D, — — 0. Nous allons considérer, à titre d’ exemple, le 
cas où les constantes &, f, y, Ô sont choisies en posant Co — — 0, 
Ca = — 0 (nous verrons par la suite que ces conditions sont préféra- 


bles à bi — 0, b., — 0). Ces conditions sont vérifiées si la matrice 
C se présente sous la forme 


u 7”) 
é— 
V—H a 


où v—V/x2—u2. Nous obtenons alors le système d'équations 
suivant pour les fonctions v,(r) et w% (r): 


= (+ (A+) 02 (31) 


T 


D Cet Lei nue» L. «82 


Tr V 


Si 1 + £x/v = 0, on peut éliminer entre (31) et (32) la fonction 
vs (r) pour obtenir l'équation différentielle relative à la fonction 
Va (Tr): 

(E2—1)r24L2£Epr —v (v+1) 


r? 


DH vi + 0. (83) 
Soit maintenant 14 + Æx/v = 0, ie. E — — v/x, ce qui ne peut 
avoir lieu qu'avec x << 0, car v > 0 et £ => 0. La solution de (31) 
se présente alors sous la forme 
Eu 
DPF Cir Pie / 


La fonction v, (r) ne peut servir de solution qu'avec €, — 0, auquel 
cas la fonction v, (r) définie par (32) s’écrira 


vo(r)= Carrie v” 


Pour €, = 0, la fonction v, (r) peut évidemment servir de solution. 
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Etudions maintenant la solution de (33). Voyons ce que devient 
la fonction vw, (r) pour r — 0. Puisque 


| CE? — 1) 7° + 2Eur | v (v +1) 
pour r — 0, le comportement de v, (r) dans le voisinage du point 
r — 0 se définira approximativement par l’équation d’'Euler 
ru, + 2rv, — v(v+i)u, = O0, 
qui a pour solution 
v, (r) = CN + Cort 
Les conditions imposées à v, (r) impliquent €, = 0. Pour r 0 
on a donc v, (r) Æ C;r*. 

L’équation (33) est une équation généralisée du type hypergéo- 
métrique avec © (r) =r, t(r) = 2, o (r) = (E? — A)r? + 2Eur— 
— v(v + 1). Le problème conduisant à (33) appartient à la classe 
des problèmes déjà traités dans le $ 9. En effet, on a dans le cas con- 


EU EP U 
sidéré p (r) = r. La fonction V o (r) v, (r) doit être de carré inté- 
grable sur l’intervalle ] O, æ [ et rester bornée pour r — 0, en raison 
de la condition de normalisation (24) et du comportement de w, (r) 
pour 7 — 0. On est donc en droit d'appliquer la méthode du $ 9. 
Réduisons (33) à l'équation du type hypergéométrique 


C{)y +rE)y + y = 0 
par le changement v, — œ (r) y, où œ (r) vérifie l’équation 
p/p = x (r)/p (r) 


(x (r) étant un polynôme de degré non supérieur à 1). Des quatre for- 
mes possibles du polynôme x (r), nous choiïsirons celle pour laquelle 


la fonction % (r) — T (r) + 2x (r) a sa racine sur l'intervalle 
0, + {et une dérivée négative. Ces conditions seront vérifiées 


par la fonction v (r) = 2 (v + 1 — ar), où a = V1 — E?, et 
n(r)}=v—ar, œ(r)=re-tr, 
A=2[UE—(v+t)al, p(r)=rtte-2e 
(v= V2 — p?). 
Les valeurs de l’énergie £ — Æ, se déduisent de l’équation 


nr + n(n—1)0"=0 (ad, 132.) 
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et les fonctions propres, de la formule de Rodrigues 


Un (= Lo" (r)  (r)1 = 
== Co preNéorer __ (esse CA À (35) 


Les fonctions y, (r) se coniondent, à un coefficient de proportionna- 
lité près, avec les polynômes de Laguerre ZL2* (x), où x = Zar. 
La valeur propre de l’énergie Æ — —v/x obtenue précédemment 
vérifie l'équation (34) pour nr = —1. [Il est donc naturel de remplacer 
n par n — À dans les formules (34), (35) et de chercher les valeurs 

propres de l’énergie à partir de l’égalité 
UE — (in +v)a=0 (n = 0, 1, ...). (36) 


Les fonctions propres v, (r) s’écriront sous la forme 


A,ave-<2L (x) pour n—1, 2,. 


— Do 37 
ba (r) 0 pour n—0. SL 
Il est facile de s’assurer que les fonctions rv, (r) sont de carré inté- 
orable, comme exigé initialement. 
De l'équation (31) on déduit pour Æ = E, (n = 1, 2, ...) 
1 / { Eu 
LL aires ose) + (EE) 0]. 


V 
V 


Portant dans cette formule l'expression de v, (r), on obtient 

va (r) = 2 Ve Py (x), 
où y (x) est un polynôme de degré nr. Pour définir y (x), établissons 
d’abord l’équation pour v, (r) en éliminant v, (r) entre (31) et (32): 


2 2 y E?—{)r? Er - L— v) 
+ À vi +! sis TS - * 


4j 


qui nous conduira à l'équation différentielle pour y (x): 
xy" + (2v — x) y + ny = 0. (39) 


L'équation (39) est une équation du type hypergéométrique. Sa 
seule solution polynomiale est le polynôme de Laguerre y (x) — 
= B,L% XX (#), d'où 

Da) = D te LAN (D): (40) 


On s'assure sans difficulté que cette formule renferme, comme cas 
particulier pour n — 0, la solution précédemment obtenue pour 
E = —%v/1. 

Pour établir la relation entre les constantes À, et B, dans (37) 
et (40), confrontons le comportement du premier et du second mem- 
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bres de l’égalité (31) pour r —- 0. Utilisant la formule 


œ _F(n+a+t) 
Ln (0)— n'lT(a+1) ? 
on trouve 


2avA,L2V*t (0) = —2a(v+1) 4,224! (0) + (+) 28 B,L2"-t (0), 
d’où 
v+En 


AE Pr (n = 1, 2, ss 
Puisque 
E?u? E2y2 — y? 
n(in+2v)=(n+v)— vi —- — 12 à 0 
on à 
a 
An = Ex—v Ba 


Connaissant les fonctions v,(r) et w,.(r), on cherche f(r) et g(r): 


le (7) 1 1 M ue 
(/)=c Vo, DS 2V (XV) lu — v re s 


Aussi 
= gr 2 tee [Ha LRUET (e) + PAL! (a), 
Pa v = 
= gp ete [ee LEE (2) + gen" (a), 
où 
= fa =X— VV, =, 62H; 
{ 


Les formules de j (r) et de g (r) restent valables aussi pour z — 0, 
auquel cas il convient d'annuler formellement les termes en Liv+1 (x). 

Calceulons le coefficient de normalisation B, à partir de la con- 
dition de normalisation (24). On a 


| r21f2(r)+ 82 (rl dr = 
0 


PE à , _ 
= | en AE LATT (2) + flat (@)P + 


+ {girl ti" (a) + gl (RP) de =1. 
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Dans nos calculs, nous serons amenés à considérer deux types d’in- 
tégrales : 


e-*xe+1[L, (x)]? dx, 


eva Là 4 (x) LE Ÿ (x) dx. 
L'intégrale J, se laisse exprimer à l’aide du carré de la norme 
= | ext [L, (x)l? dx + l'n+a+fi) 
0 


en faisant intervenir la relation de récurrence 
x En (x) = —(n +1) Las (x) +(2n+a+1) La (x) —(n+ a) Li: (x) 


et la propriété d’orthogonalité 


| e-*x%]n (x) Lm(z)dx=0 (mn). 
Û 


D'où 


À 
n\ 


J,=(@n+a+1 | e-*ae [LE (x)Pdr=L(Onta+1)T(nta+t) 
0 


Pour calculer l’intégrale J,, il suffit de développer le polynôme 
La? (x) suivant les polynômes ZX (x): 
LE (x) = 4 (x) + cl. (x) +... 
Les coefficients c,, c, s’obtiennent sans peine en identifiant les coef- 
ficients de x” et de x"—1 dans les deux membres de cette égalité: 
G = 1, c = —2. 
Il vient alors 


c F 
Jo—= —2 | e-*xt[Ln_1(x)]? dx — 2 


Aussi 
EL (x—v)(Ex— vin! 
De re 2 a? V”- ur (n+2v) e 


Remarquons que le facteur de normalisation BP, conserve sa forme 
aussi pour n — 0 
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PE tr ASE TRS PR 


Il vient finalement 


( NES VE een (' fs a LA (æ)\ 
TORRENT INCE ET ea 8 \ LE (2)? 


(41) 


où 


___. ak EL __ a(x—) 
his: RER -N He: Bb. 


Pour r — 0 on admet que xLivti(x) = 0. 

Considérons le passage à la limite non relativiste. Dans ce cas 
u © Z/137 est une quantité très faible. Evaluons les ordres de peti- 
tesse des autres quantités pour u — 0. On a 


EZSA-R/(2NY (N=n+v), 


Evaluons à présent l’ordre de petitesse des coefficients f,, f, et 
Si Lo devant LL. 


4) Soit ? = j — 1/2. On a alors x = — (+1), x — v & 2», 


Ex — v = 24, donc 
(' : (r :) 
Si La VTT 


2) Soit 1—j+1/2. On a alors x— XV 5 UE, Ex —v— 


—(E—1)u+ (x) & (NE), d'où 


ren 
£1 8 u Ou) 
On voit d'ici que |g(r}|<<]f(r)] dans tous les cas, tandis que 


T (N—i—1)! 
fn) & Lu 3/ TT - rle-s LU, (»). (42) 

Le signe positif correspond à ? — j + 1/2, et le signe négatif à 
| — j — 1/2. Le nombre N = n + v est égal dans le cas non rela- 
tivisteànr + |x | = n + |j + 1/2 |; il correspond au nombre quan- 
tique principal pour les solutions de l’équation de Schrôdinger. 
L'expression (42) de f (r) se confond exactement avec la solution cor- 
respondante de l’équation de Schrôdinger. 

Il est intéressant de noter qu'en mettant les fonctions f (r), £g (r) 
sous la forme (41), nous facilitons considérablement le passage à la 
limite non relativiste, car, pour u — 0, l’un des coefficients f,, fo, 
£1, £& Croît brusquement par rapport aux trois autres. Au contraire, 


18—0592 
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dans la littérature existante, les fonctions f (r), g (r) sont tradition- 
nellement représentées avec des coefficients de même ordre de peti- 
tesse. On est donc amené, afin d'établir la correspondance entre la 
solution de l’équation de Schrôdinger et la limite non relativiste, 
à faire intervenir accessoirement les relations de récurrence pour les 
fonctions hypergéométriques. 

Les polynômes de Laguerre figurant dans les expressions de f (r) 
et de g (r) se laissent définir à l’aide des fonctions hypergéométriques 
dégénérées, en appliquant la relation connue 


l'{ 1 
LR (= F (ne aœ+1, x). 


La représentation (41) devient alors 


Open A (CEE 242 9) 


g (r) g, 8,) \F(—n, 2v, 2) 
où 
D. — 1 (Ex—v)l(nL2v) 
NT  vr(2v+2) U(x—v)n! 1 
fau (Ex +), fa = 2va? (2v + 1) (x —wv), 


2 = a(x—v)(ÆEx +), 2, — 2uva? (2v +1), 


Les expressions ainsi obtenues de f (r) et de g (r) restent aussi 
vraies, à un facteur de normalisation près, pour les valeurs du spectre 
continu, à condition de prendre, au lieu des nr entiers, une constante 
n — n (£) liée à la valeur donnée de Æ£ par la relation (36), i.e. 


_ ___hË 
i7/ E2—1 
Nous venons d'examiner quelques problèmes fondamentaux de 


mécanique quantique. Bon nombre de problèmes modèles de méca- 
nique quantique se laissent résoudre par les mêmes méthodes. 


n —v, Ex. 


4. Coefticients de Clebsch-Gordan et leur relation avec les poly- 
nômes de Hahn. On apprend dans le cours de mécanique quantique 
que si le hamiltonien d’un système physique est invariant dans toute 
rotation du système de coordonnées, l'opérateur carré du moment 
angulaire et l’opérateur projection du moment sur une direction 
déterminée (par exemple sur l’axe des z) commutent avec le hamil- 
tonien du système. Cela signifie qu’il existe des états où la fonction 
d’onde 1 du système est fonction propre des opérateurs indiqués qui 
commutent entre eux. [Il serait donc intéressant d'examiner plus en 
détail les propriétés des opérateurs en question. 

Désignons l’opérateur moment angulaire et ses projections sur 
les axes de coordonnées en termes de la constante de Planck À par 
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Jet J,, J,, J, respectivement. Les opérateurs J,, J,, J, vérifient 
les relations de commutation suivantes: 


JR. 
JT TJ, =ils (43) 
5 DE RER LE ES À 


Il ressort de ces relations que les opérateurs J? = J£ + Jr + Ji et J, 
commutent et possèdent un système commun de ionctions propres 
Vim qui véritient les équations 


JE jm = J ( +1) Vim | 
J 3 ;m _— MY ;m) 
J'EŸ jm = 12 G+mOGLm+i) tb; m+1. (45) 


Ici J,= J, + iJ,, le système de fonctions {;,} est orthonormé, 
le nombre quantique j ne peut prendre que des valeurs entières ou de- 
mi-entières négatives, tandis que le nombre quantique m peut pren- 
dre les valeurs m = —j, —j + 1, ..., j — À, j. 

Un des problèmes importants de mécanique quantique est celui 
d’addition de deux moments angulaires. Soit un système physique 
constitué de deux sous-systèmes dont les opérateurs moments angu- 
laires J, et J, commutent et dont les états se définissent par les 
fonctions d’onde W;,m, €t Ÿj,m,. Dans ce cas l’opérateur J = J, + 
+ J, est celui du moment total du système et vérifie à ce titre les 
relations de commutation (43). Il existe donc des fonctions d'onde 
D; des opérateurs J? et J, qui vérifient les relations (44), (45), 
Il s’agit d'exprimer les fonctions ®;,, à l’aide des fonctions connues 
Vi: m: et Piome 

Ce problème sera traité à l’appui des considérations suivantes. 
On montre sans difficulté que l’opérateur J, = J,,+J,, admet com- 
me fonctions propres pour la valeur propre m = m, + m, les pro- 
duits Ÿ;:mVŸj,m.. POUr construire la fonction D;,,, on doit faire, pour 
un m—=m, + m, donné, une combinaison linéaire des produits 
ViimVŸi,m. telle qu'elle soit fonction propre de J?. Puisque l’opéra- 
teur J? commute avec les opérateurs J° et J°, on peut admettre que 


les nombres quantiques j, et j, sont fixés dans cette combinaison 
linéaire, i.e. 


(44) 


D» en > (JiMajaMoljm) Viims Dism,- (46) 


My, MO 


a 


Les quantités {jimijem, | jm) sont appelées coefficients de Clebsch. 
Gordan. 


Remarquant que m = m, + m, et 
—h << fn je << Min —I<ME j, 
18* 
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le nombre quantique j peut prendre les valeurs 
[hi — fe [KI fi + jo. (47) 


Aussi nous supposerons par la suite que les coefficients de Clebsch- 
Gordan sont nuls chaque fois que les restrictions indiquées pour 
Mi, Mo, M, j ne sont pas respectées. 

Du fait que les fonctions propres D;,,, W;:m,, Vj,m. Sont orthonor- 
mées, la condition de normalisation des coefficients de Clebsch- 
Gordan s’écrit comme suit: 


D lGmmaamalim)l?= 1. (48) 
Mi, Mo 

Les coeïficients de Clebsch-Gordan jouent un rôle important en 
mécanique quantique. [ls permettent par exemple de chercher les 
fonctions d'onde d’un système compliqué (tel qu’un noyau, un ato- 
me, une molécule). La théorie des coefficients de Clebsch-Gordan est 
suffisamment développée et exposée dans un grand nombre d’ou- 
vrages (voir par exemple le renvoi en bas de la page 260). Sans cher- 
cher à donner un exposé complet de la théorie des coefficients de Clebsch- 
Gordan, nous nous proposons de les mettre sous forme explicite par 
une méthode très simple et de mettre en évidence le lien qui existe 
entre ces coefficients et les polynômes orthogonaux classiques d’une 
variable discrète *). 

Nous nous baserons sur les relations (45) concernant les fonctions 
Dim; Vi et Wim. Appliquant l’opérateur J: = J,, + J,: aux 
deux membres de l'égalité (46), nous obtenons les relations de récur- 
rence suivantes pour les coefficients de Clebsch-Gordan : 


an (faMafoMmalf, Mm—1) — 
EE a, (fu Mai+  jomolim) + , (jiMales Mat llim), (49) 
On iMafamalfs m+1)— 
— — (ju Mi— 1, jeMmaljm) + a, (jiMafas Ma—1ljm). (90) 
loi an =V G—mG+m+). 
Réduisons les relations de récurrence (49) et (50) à une forme 


plus simple. Il suffit de remarquer que le changement de l’un quel- 
conque des indices m.,, m,, m dans le coefficient (j:m1j,+Mm, | jm) de 


*) L’analogie entre les coefficients de Clebsch-Gordan et les polynômes de 
Jacobi a été notée pour la première fois dans [6]. À ce sujet voir également 
l’article récent de A. Nikiforov, S. Souslov, V. Ouvarov Polynômes orthogo- 
nauzx classiques d’une variable discrète en théorie des représentations des groupes, 
publié dans le Recueil Méthodes de la théorie des groupes en physique, t. II, 
pp. 534-542, Ed. « Naouka », 1983. 
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(49) s'accompagne de l'apparition d’un facteur repéré par le même 
indice. Aussi, pour }j,, j,, j fixes, la transformation 

Gimiioms | Îm) = À (nu) B (me) C (M) Um (M, Me) (91) 


permet-elle donc, par un choix approprié des facteurs À, B, €, 
d'obtenir l’équation pour la fonction um» (M1, M:) aux coefficients 
constants arbitraires : 


Cüm-1 (My, Mo) = Aüm (Ma + À, Me) + Oum (Ma, Ma + 1). 


(92) 
Cela devient possible sous les conditions suivantes: 
ñä A(m+t) j, B(mat1 j Cm+d 
MA Aa TA Pme Btme) = 0, mi Ta 7 (93) 
Avec la notation 
e m— 1 . . 
Bell @ (6=0); 
s—— j 
les solutions particulières des équations (53) peuvent s’écrire 
a+ pr +Ma pi, 
A(m)=——, B(m)— ,, C(m)— | (54) 


pa, pa, cie 

Puisque les nombres m, et m, dans le coefficient (jiëmijom | Ïm) 
sont liés par la condition m, + m, — m, nous désignerons par la 
suite la quantité Um (My, Mo) = Um (M1, M — M1) PAT Um (M). Dans 
ces notations l’équation (52) s’écrira 


Cüm-1 (M) = um (Mi + 1) + bu» (nu). (25) 
Il est bon de poser a = 1, b — — 1, c — 1, afin que (55) devienne 
| Um-1 (M) = Aum (M), (56) 
où 
Af (a) = fe +1) f (0). 
JiMijamalim) = (— 1) ñ m. Um (ma) (Mi=m—ma). (97) 


D'une facon parfaitement analogue, la relation de récurrence (50) 
se laisse réduire à l’égalité 


Um+1 (Mu) = Vüm (Mu), (08) 
ViG) = PG)=G—t), 


LS 


où 


J2 


: ï à a+ M: pa m 
(jiMafamoljm) =(— 1)" 5 + Um) (Mma=m—mi). (59) 
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Conformément à l’équation (56) on a 
Um (Mu) = Aum+i (a) = umo (nu) =... = Au; (mu). 
(60) 
Pour déterminer u; (m,), nous appliquerons l’équation (58) en met- 
tant m — j. Puisque 
GaijaMe 17, Ï + 1) = 0, 


on à Vj+1 (m1) = 0. En vertu de (58), la quantité v; (m.,) ne dépend 
donc pas de m,, i.e. v; (m,) = C, où la constante C ne peut dépendre 
que de j,, j,, j. D'où l’on déduit en vertu de (57) et (59) 


31 R22 
(je RAS 


U; (mu) ee (= pi 
J 


(aus Ï — ul] = 


ja+io+3 nb) 
À C() .  (Gn 
J 


On obtient donc, à partir de (57) et de (60), 
(JaMifaMal]m) = 


A CA  : 
sis db. (BD? 8% pA  AÏ [(BmBm)?1. (62) 
J M1! Mo 


j _[ (2j)!G+m)!l 71/2 
D | (j—m)! | ; 


l'expression (62) des coefficients de Clebsch-Gordan peut s’écrire 
autrement : 


Puisque 


; : . Ne D +Me (jam) (je — me) l(j+m)! 1/2 
Gars lon) (A Dr gene) * 


-m | Gitmi) lGoti- mi)! 
sud Rey Ge —i+ mi)! l: (65) 


où D est une constante qui dépend de j,, j:, j. Sa valeur | D | se 
déduit de la condition de normalisation (48) pour m — j: 


1e )! —_m.)! 
pret E Den = 1. (64) 


On voit de (63) et de " ) que le coefficient de Clebsch-Gordan peut 
être défini au facteur de phase eïô près, ce dernier étant générale- 
ment choisi sous la condition supplémentaire 


GEUTIEUS | jm) | M1 = m=i > 0, 
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équivalente à la condition 
— (— 1-4 +È] D], 

La somme en m, dans (64) se calcule par la méthode appliquée 
dans le $ 12, n° 5 au calcul de la norme des polynômes de Hahn. 
Il vient 

y LAN hi (25 +1) Gi fe j) ! Ne 85 
cé | Gaia ti TU LOG hs) | (6) 


Explicitant l’opérateur de la différence finie que l’on trouve dans 
(63) d’après la formule 


Af(m)= » (— pe (mi +), 
R=—0 


on obtient l’expression des coefficients de Clebsch-Gordan sous forme 
de la somme d’un nombre fini de termes: 


Ja — Mt 


{jiMijamaljm) =(—1) 
a mr 
(fa je +i + IG +1) 0 — ja + io) la + mi) ! Ge + m9) | 
CD Gitmi tk) Gatim—k)! 
2 RT(G—m—k)l(ji—mi—Rk)!Go—ji+mi+k)! (66) 


(nous avons oi de la parité de 2 (j + jÿ; — j;)). 
De la formule (66) on déduit les relations de symétrie suivantes 
pour les coeîficients de Clebsch-Gordan : 


Gamaiemol im) =(—1) 44e (je, —m, je, —molj, —m):; (67) 
(jiMijemolim) =(—1 ne À Gomojimil im) : (68) 


ns Lo 7 L;: 
(JiMajaMal]m) — 5 (it it m), (fi —f2 + Mi— Me), 


d.> | L: ; nu ; 
5 (ji +ia—m), 5 (fi je — Mi + Ma)]|ÿ, h— ia) (69) 
(symétrie de Regge). 
La formule (63) permet de dégager le lien entre les coefficients 


de Clebsch-Gordan et les polynômes de Hahn A(@:8)(x) en faisant 
intervenir la formule de Rodrigues (22) du $ 12: 


Pan 
her P) (x) — p (x) V'Pn (x), 


| 
| 
OÙ | 
_(—1yr __(N+a—1—z)1(B+x! (70) 
TE. OT ua | 
(N+a—1— 7) 1(B+n+)! 
A er ce ur à DER } 
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Pour établir le lien en question, posons dans (63) x — j, — m,. Puis- 
que 
Aya m) = f (mi +1) — fm) = fG—-xz+i — 
— fix) = — Vif Gi — &), 
on à 
(jiMijoMel jm) = 
G+m)171/2 ZI(Gitio ma) 1 7 
ns DIE 1 Re ap me mac 1 à 
j=ml (fa — 2) 0 —ji+ ie +) M 
Ha | TI(Git+ie—j—2)! l: 54 
En confrontant les formules (70) et (71), on remarque que les coef- 
ficients de Clebsch-Gordan se laissent exprimer en fonction des po- 
lynômes de Hahn A{c-P) (x) pour n — j — m, N = j;, + j, — m +1, 
œ—=j; — ja tm, P = je — ji + m: 


__ Ji-Mit+i-m 
h te: 8) US = SRE 
Vo) OR I AT EEE 


On s'assure aisément que 
DIVG-m)'G+mlez 


où dà est le carré de la norme des polynômes de Hahn. 
Nous obtenons en définitive un lien fort simple entre les coeffi- 
cients de Clebsch-Gordan et les polynômes de Hahn: 


: | À RTE 
(— 1j mati em Gjimajomo| im) — Fe V p (x) he À) (x) (72) 


(jiMaleMal]m). 


pour 
z=j—my Nn=j—-m, N=j;+j—m+i, 
a=mt}m', f—=m—m (m' —=j;—j2), 

Gimme) ! Got me) | 

Ga — mu) ! Go— mo)! 
La relation (72) à été établie pour les restrictions & >> — 1,8 > — 1. 
Pour qu’elles soient vérifiées, il suffit de demander que 

J1Z În MZ ]1— Jo. (75) 


Les relations de symétrie (67) à (69) permettent de satisfaire à ces 
dernières inégalités pour n'importe quel coefficient de Clebsch- 
Gordan. 

Les coefficients de Clebsch-Gordan (jimijsm, | im) sont distincts 
de zéro si le choix des nombres quantiques est soumis aux conditions 


La ISIS NET. MM E Te: (74) 


p (x) — 
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Les conditions (74) sont nécessaires. Leur non-respect annule les coef- 
ficients de Clebsch-Gordan. Il existe par ailleurs des cas où, bien que 
les conditions (74) soient vérifiées, les coefficients s ’annulent pour 
certaines valeurs particulières des moments et des projections. Vu 
l’existence de telles racines, on est amené à interdire certaines tran- 
sitions quantiques dont l’amplitude est proportionnelle aux coeffi- 
cients de Clebsch-Gordan nuls. 

La relation entre les coefficients de Clebsch-Gordan et les poly- 
nômes de Hahn permet de se faire une idée de ce que sont les racines. 
de ces coefficients. On a vu plus haut qu'il est possible de réduire 
tout coefficient de Clebsch-Gordan, en faisant intervenir les rela- 
tions de symétrie, à un coefficient qui se laisse exprimer en jonction 
d’un polynôme de Hahn h{&:8) (x) d’après la formule (72). Toutes 
les racines des coefficients de Clebsch-Gordan sont celles du poly- 
nôme de Hahn (72) à l’un des points x — x; — 0, 1, ca MN À, 


Exemple. Considérons les racines du coefficient dE. | j, 
j — 1) auquel correspond le polynôme de Hahn du premier degré 


RGB) (x) = — %(ù) = (a + B + 2) x — (B + 1) (N — 1) = 
— Djx — (jo — js + ÿ) Gi + jo — Ï + 1). 
Les conditions (74) étant respectées, le coefficient (J1Mm;jom2 | J, 


j — 1) s’annule lorsque la racine du polynôme , (x) se situe en 
ZT = j; — M1, Ce qui implique la condition 


Ï (mu — Me) = (1 — Jo) Gi + fe + À). 


Une telle racine est admise par exemple par Îles coefficients 
(0,1: 00 ete. 2,2: 01912: 

À l’aide de la relation (72) on arrive à dégager une série de pro- 
priétés des coefficients de Clebsch-Gordan consécutives aux proprié- 
tés analogues des polynômes de Hahn. A titre d'exemple, nous al- 
lons établir une représentation asymptotique commode des coeffi- 
cients de Clebsch-Gordan (jiMaifome | Ïm) pour j1 + oo, Jar OO 
et des valeurs fixes de m’ — j, — j,, j, m, en posant m'> 0 et 
m> m'. Pour les polynômes de Hahn A@.8) (x), cela DE à 
N— co et à des valeurs fixes de «, $ et n. Puisque pour z — co 
on a (z+a)! & z°zl, on obtient la représentation asymptotique 
suivante du poids p (x) pour les polynômes de Hahn lorsque N —  : 

OL T 
p (x) Æ (=) as (1+s)f, où a (1+s). 
On a vu en outre dans le $ 12, n° 6, que pour V—+— œona 


he, 5 (x) & NP. PP) (5). 
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On à donc, pour j;—+o et j, m, ji—j, fixes: 
(— htm V5 + je — mm + À (jaimajoMmal jm) & 
——— — — ——— m+m' 
ju à (2j +1)G—m)1(G+m)1 THE 
pa G=miitm)t US) * X 
X (148) 2 Pimem’, mm (s) 
(s= (ji— M) — (jo— Mo) —1 
(1 — m3) + (jo— me) +1 


Si, dans ces formules, le nombre nr — j — m est suffisamment élevé, 


les polynômes de Jacobi PB) (x) admettent la représentation 
asymptotique (18) du $ 18 pour ñn — , ce qui nous donne 


= 1m im V'ii+ ja — M +1 (jiMmijemol jm) & 


m>m>0, m'=j—ÿ). 


D FRA 
PARENT EENNERI À Cv Li +a)e- (ntm +3) 7] 
sd r(G—m)lG+m)! V/sin6 ? 
où 
ee à mL om 


CPEPEN PEN ES SRE use 
O<LÔ<I << r— ù. 


APPENDICE 


A. Fonction gamma 


Une des plus simples, la fonction gamma est en même temps une 
des plus importantes fonctions spéciales. La connaissance de ses 
propriétés est essentielle pour l’étude des autres fonctions spéciales. 
En outre, beaucoup d’intégrales rencontrées en Analyse se laissent 
exprimer à l’aide de la fonction gamma. En particulier, les fonctions 
gamma permettent d'exprimer l’intégrale qui définit une fonction 
appelée fonction bêta. 


1. Définition des fonctions FL (2) et B (x, v). Les fonctions gamma 
l' (2) et bêta B (u, v) sont définies par les expressions 
l' (2) — | et1dt, Rez>0; (1) 


0 
1 


B(u, = (eut (tip dé Reu=0, Rev=0. (2) 
0 


En vertu du théorème 2 du $ 3, la fonction [ (z) reste analytique 
partout où elle est définie. En effet, l’intégrale (1) converge unitor- 
mément en z dans le domaine 0 << ôÔ< Re z2< À pour À et Ô quel- 
conques, car 


101 pour O<<i<i, 


CLS 
| re erttA-1 pour t>—>1 


CO 


1 
et les intégrales |#0-1 dt et je-tta-1 di sont convergentes. 
0 


On montre de même que B (u, v) est fonction analytique de cha- 
cune des variables u, v pour Re u = 0, Re v > 0. 

La fonction bêta se laisse exprimer à l’aide de la fonction gam- 
ma. À cet effet, il suffit de calculer par deux procédés l’intégrale 


L(u,v)= | |e-@rinngau-tnge-s dE an 
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dans laquelle l’intégration s'étend au domaine ë = 0, n = 0. D'une 
part 

TI (u, v) = TI (u) I (v), 
où 


I (u)— fe-trau-s dE=+ | etui dt = T (u). 
Q 0 


D'autre part, on obtient en passant dans l’expression de Z (u, v) 
aux coordonnées polaires Ë = r cos @, n = r sin ®: 


(oo) r/2 
LU v)= | Gr Cpaure Ur | cos®u—1 @ sin?—1 p dp—= 
0 0 


J1/ 2 
= + P'(u +v) | cos24— 1 @sin-"—{1 pd. 
Ô 

L'intégrale suivant la variable œ peut être exprimée à l’aide de la 
fonction bêta B (u, v) en faisant le changement cos? @ = #: 

r/2 

cos? 1 sin? 1 p dœp— + B (u, v). 
0 


Des deux expressions de J(u,v), on tire finalement 


NU: 
B (u, D) = RE. (3) 


2. Relations fonctionnelles. La fonction F (z) vérifie les relations 
fonctionnelles suivantes: 


F(z+1)= 27 (2), (4) 
TP (—3)=——, (5) 
227-—1T (z) (24 1/2) =T (1/2)T (22). (6) 


Ces relations jouent un grand rôle dans les différentes transformations 
concernant la fonction gamma. La relation (5) est appelée formule de 


complément, et la relation (6), formule de duplication de la fonction 
gamma. 


Pour démontrer les formules (4) à (6), nous les mettrons, à l’aide 
de (3), sous la forme de relations fonctionnelles pour la fonction bêta : 


B (z, 1) = 1/z, (7) 
B (2, 1 — 2) = x/sin x2, (8) 
2%-1B (z, 2) = B(z, 1/2). (9) 
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Les relations (7) à (9) se laissent établir par calcul direct de l’intégrale 
(2) pour la fonction bêta B (u, v). Il vient 


1 
B (z = f#-iatÀ, 
0 


et l’on retrouve (7). 
Pour la relation (8), prenons dans (2) u — z et v — 1 — z: 
1 


B (z, = |) 5. OLRez<i. 
(9 


Faisons le changement s — t/ (1 — ft). Il vient alors 


B (z, 1—2)= | ds. 
ô 


D 


L'intégrale obtenue se laisse calculer à l’aide de la théorie des rési- 


Fig. 15 


dus. Au lieu d'intégrer le long de l’axe réel, nous ferons l’intégra- 
tion suivant un contour fermé C représenté sur la figure 15. La fonc- 
tion 


sz—1 


A res (0 << arg s < 27) 
n'admet à l’intérieur de C qu’une seule singularité: un pôle pour 
s — €“, On a donc pour R = 1 (voir fig. 15) 
{5(9) ds—2ni Res f(s)= —2nieix, 
Ô TT 


s=e? 
D'autre part, en vertu de la condition 0 Re z 1 les intégrales 


prises le long des cercles de rayons r et R tendent vers zéro quand 
r > Oet À — co, tandis que l'intégrale prise le long du bord inférieur 
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de la coupure se distingue de l’intégrale le long du bord supérieur par 
le facteur —e*tz, On obtient donc pour r — 0 et R — 


B (z, 1 — 2) (1 — erir) — — Dnieirz, 


expression équivalente à (8) pour 0 << Rez<1. 
Quant à la relation (9), elle se démontre en posant dans (2) 
U = VU = 2: 
1 
B(z, z)— | H(A—H1-! dt, Rez=0. 
ô 
Puisque la parabole y = t (1 — t) est symétrique par rapport à la 
droite &é — 1/2, on a 
1/2 
B(z, 2) =2| [é (1 —#)]7-1 dt, 
ô 
d’où l’on tire après le changement s — 4t (1 — à) 
À 


B(, = (sfr BED, 
0 


expression équivalente à (9) pour Re z > 0. 
Les relations fonctionnelles (4) à (6) pour la fonction gamma sont 
démontrées. 


Pour donner un exemple d application de ces relations, nous nous 
proposerons de calculer les valeurs de la fonction gamma [° (2) pour 
des valeurs entières et demi-entières de l’argument. Il ressort de (4) 
que 

l'in +1) = n!, 


car L'(1) — 1. On remarque que la fonction gamma généralise la 
notion de factorielle. Ensuite, posant dans (5) z — 1/2, on obtient 


T'(1/2)=V x. 
Aussi la relation (6) peut-elle s’écrire 
22:—1T (2) L'(241/2)=V aT (22). (6a) 
Posant dans cette relation z = n + 1/2, on obtient 


L'(n+ 1/2) = Vrr(2n+1) __V/x (2n)! | (10) 


mp Em RE En 


22NT (n +1) 25 n| 


On peut obtenir le prolongement analytique de la fonction T (2) 
sur le domaine Re z >= — (n + 1) en faisant intervenir la relation 


T'(ztn+1) 
l'E ... (z+n—1)(z2+n) (11) 
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qui résulte de (4). Puisque n est choisi de façon arbitraire, on obtient 
le prolongement analytique de [ (2) pour z quelconque. La formule 
(11) montre que ['(z) est une fonction analytique partout sauf en 


z= —n(n—=0,1,2,...), pointsen lesquels la fonction L (2) admet 
des pôles du premier ordre, aux re 

ResT' (2) = = 

Zz=n ; 


En vertu du principe du prolongement analytique, les formules (4) à 
(6) restent vraies pour toute valeur de z pour laquelle elles ont un 


ÿ 


TOI EEE 

CEE EE 

RRSTREE À EE 

TOO EE 
ONLY 

2 


B/SRRREE 
Ï RMS EUERNE 
“5 D D 1 A NB LE 
TL EEE 
NET NSERNEXSENESEERSMERX 
CAC 
BE BR RER PERS 
CO OIEEE 
COOPER EE 
ET s 
DEA 
RESRRE A EN US GE EE 
OO ET 


Fig. 16 


sens. Le prolongement analytique de la fonction bêta s'obtient en 
faisant intervenir la relation (3). 

Il ressort de la relation (5) que la fonction T (2) n’admet aucun 
zéro sur le plan de la variable complexe 2. Soit en effet [' (z,) = 0. 
Il est évident que z, Æ n + 1 (n = 0, 1,2, ...), ca ln +1) — 
— nl 0. D'autre part, 


lim l(1— 2) — ne = ©, 


Z—20 sin TUZ9 Z +20 T(2) 
ce qui est contradictoire avec l’analyticité de la fonction [ (1 — 2) 
pour z£n +. 
La courbe représentative de la fonction y = ['(x) est donnée 
sur la figure 16. 


288 APPENDICE 


3. Dérivée logarithmique de la fonction gamma. A côté de l (2), 

on utilise aussi très largement la fonction 
d T'” (2) 
b(z)=- nl (2) = L'(z) : 

La fonction WŸ (z) reste analytique dans tout le plan complexe, à 
l'exception des points z = — n (n — 0, 1, ...) en lesquels elle 
admet des pôles simples. 

Des relations fonctionnelles pour la fonction gamma on tire les 
relations fonctionnelles suivantes pour la fonction Ÿ (2): 


pz+1) = 1/2 +% (2), (12) 
Ÿ (z) = vd (1 — 7) — x cotg nz, (15) 
2 In 2 + (2) + ÿ (z + 1/2) = 2w (22). (14) 


Indiquons une autre relation qui se laisse déduire facilement de (12): 


VG+R = bO+E (15) 
R=—=1 


Les relations (12) à (15) permettent de calculer Ÿ (z) pour des 
valeurs entières et demi-entières de l’argument. Introduisons la 
notation 

bp) = 1 = — 7. 


La quantité y est appelée constante d'Euler (y — 0,577215 . . .). 
Posant dans (14) z — 1/2, on obtient 


Ÿ (1/2) = — y — 2 In 2. 
Pour z = 1 et z — 1/2 la formule (15) donne 


pir+ = —y+ D +, (16) 
R=1 
p(+1/2)= —y—21n2+9 (17) 
k=—=1 


De la représentation intégrale de la fonction bêta on déduit celle 
de la fonction + (z). On a par définition 
\_ F'(z) 3. lP(G)—T(z— Az) _ ;, _1  l(z—Az) 
PAR RE RR PRRR AAR | Az T4 


— se confond presque, pour des Az >0 assez 


petits, avec la fonction bêta 


B (z— Az, Ac) = EE, 


L'expression 
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car 

lim Azl (Az) = Tim T'(1+ Az) = 1. 

Az—0 
Il y a intérêt à éliminer la quantité 1/Az figurant dans la relation 
limite pour 1 (z) en introduisant la différence 4 (z) — 1 (1). On a 


({ — Az — \z 
pa) —b (1) = Votre roue rene ” 


— es KR [B (1 — Az, Az) — B(z— Az, Az2)] — 


1 


: Po T—41z1 Î—t \A7 
him {EL (ie) 
mire 


Faisant le passage à la limite sous le signe d'intégration, ce qui est 
légitime eu vertu de la convergence uniforme de l’intégrale pour des 
Az suffisamment petits, on obtient une représentation intégrale de 


Ÿ (2): 


pi 
4 (z) — —y+ | à, Rez>0. (18) 
( 


Changeant dans (18) & en e-*, on obtient une autre représentation 
intégrale très usitée : 


(= —y+ | EE dr, Rez0. (19) 
(9 


De la représentation intégrale (18) on peut déduire un dévelop- 
pement en série fort simple de la fonction Ÿ (z) en développant 
1/ (1 — ti) suivant les puissances de £ et en faisant l'intégration 
terme à terme: 


= —r+ > —-—). (20) 


4. Représentations asymptotiques. En établissant les représen- 
tations asymptotiques des fonctions [(z) et 1 (z), nous utiliserons 
les propriétés asymptotiques de l’intégrale de Laplace (voir Appen- 
dice B) 


F (2) = À e-=tf (#) dt. 
0 


19—0592 
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Tout d’abord nous transformerons la représentation intégrale (19) d 
Ÿ (z) de la façon suivante: 


= + [ ete) (+) dt. 


( 


p@=—v+ | 
(4) 


V(z)= Vo(z) — F (2), 


nl 


=} cf(t}ats 
Ô 
L 


La fonction 1, (z) se laisse exprimer à l’aide de fonctions élémentai- 
res. En effet, 


O0 


Wu= fete, 


( 


d'où WŸ, (z) — In z + C. La constante C sera calculée plus tard. 
La fonction j (t) vérifie les conditions du théorème de l’Appendice 
B pour 0, — 6, — x/2. On a donc pour | argz|<n—Ee 


a { 
vaste > + O Or); 
k=— 


où a, sont les coefficients du développement de f ({) en série sui- 
vant les puissances de t. Les coefficients a, peuvent être exprimés 
en fonction des nombres de Bernoulli B,, coefficients du développe- 
ment en série de Taylor de la fonction t/ (et — 1): 


En effet, 


1 4 < tk - 1 
fO= 1 + X Brgr=1+X Br. 
k—0 


k=—1 
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d’où 
do—=1+B,, ax—=Bry(k+1)!l (k>1). 
Puisque f(—t)—1—#f{({), on a 
ao —= 1/2, ax —=0 pour k=2m (m—=li, 2, ...). 
On a donc pour |argz|<n—e 


1  < B 
pG)=C+Ins— 5 En LR, (2), 
R=1 


où R, (2 =0 (= ). 


in +2 
Puisque 
p(z)=< IT (2), 
on obtient en intégrant la représentation asymptotique de (2) 


B: 


In l'(z2)=D+(C—1)z-+(z—1/2) In z+ > vs + (z). 
h=1 


Ici D est une constante, 


O0 


Ra (= — | Ra (E dE 
Z 

Dans l'expression de À, (z) l'intégrale se prend le long de n’importe 
quel contour qui s'éloigne à l’infini. Choisissant comme contour la 
droite E — zt (1<t< oc), on s'assure aisément que R, (z) — 
__ O CL 

Pour déterminer les constantes C et D, nous utiliserons les rela- 
tions fonctionnelles (4), (6) et une évaluation de In [' (z) qui se déduit 
de la représentation asymptotique établie précédemment pour cette 
fonction : 


nl) =D+(C—1)z+ (2 — 1/2) In z + O (1/2). 
De la relation 
In F(2+1)—-InlT (2 —Inz=0 
il ressort que 
C—1+ (2 + 1/2) 1n (4 + 1/7) = O (1/2). 


Puisque 


In (4 + 1/2) = 1/z + O (1/22), 
on à C = 0. La valeur de D se déduit d’une façon analogue de la 
relation (6a), D = + In 27. 


19% 
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Portant les valeurs des constantes C et D dans les relations cor- 
respondantes on obtient les représentations asymptotiques pour 
[arg zI<T—Ee: 


1 B, 1 
V(z)=inz--— gr +0 (=); (21) 
he 
In T()={(2— +)lns-3+ + In 27 + 


LE 
+3 or +0 (er n +1 er). (22) 


La relation de récurrence pour les nombres de Bernoulli s'établit à l’aide 
de la représentation 


t—(et—1) S Da = + S Te 


k=0 m—=1 k=0 


Posons ici m—+k— n et faisons la somme des coefficients de t7: 


00 n—1 
BR 
RD RTE 
n=1 —=0 


Identifiant les coefficients des mêmes puissances de £ dans le premier et le se- 
cond membres de cette égalité, on obtient la relation de récurrence qui permet 
de calculer successivement les quantités B;,: 


n—1 

kp, — L REA 
D ChBr=0 pour n>1, B=1, C, m=HIEl: 
k—0 


La représentation asymptotique (22) donne pour n = 1 


MT (2+1)=(:++) In(z+1)—2—1+5In2n+ 


S—— z l 1 
D'(241)=VOnz (ge) [1+5+0 (—=)|. 
Posant 2—n, nous aboutissons à la formule de Stirling 


nt ÆeV2nn(nle). 
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Remarquons que cette formule reste suffisamment précise même 
pour des n petits. Par exemple, pour r — 1 et nr — 2 elle donneres- 
pectivement 0,92 et 1,92 au lieu de 1! et de 2! 


9. Exemples. 1) Zntégrales qui se laissent exprimer à l’aide de la 
fonction gamma: 


C - 
| exp(— ait) r de , p=Y/P 
° (23 
(Re a > 0, Ref 0, Rey >); 

b 

pe Get pp nb ge pp \a+B-1 P(a)T(f) 

| (t— a)" (b— #1 dt —(b— à) or 

| (24) 


(Rea=0, Ref=> 0). 


L'intégrale (23) se calcule pour &« >= 0, 8 = 0, y > 0 en faisant le 
changement s — at; le résultat obtenu se laisse généraliser ensuite à 
un domaine plus vaste des valeurs de «, f, + en vertu du principe 
du prolongement analytique. L'intégrale (24) se réduit à la fonction 
bêta en faisant le changement { = a + (b — a)s. 

2) Quelques relations limites: 


y=lim| > ——Iinnr|, (25) 
nr 00 [2 k | 
… Lo). 
RD jarg zl<7—0, (26) 
. Ÿ (2) R+ 
Rues Ta —( 1)" 771. (27) 


La relation (29) s'établit en passant à la limite pour n — dans 
la formule 


v=X +-p(n+1) 


k=—1 


et en appliquant la représentation (21) de d (n + 1). La relation (26) 
découle immédiatement de (22). La relation (27) ressort de ce que 
le terme principal du développement de T' (z) en série de Laurent 
ur 


dans le voisinage du point z = —n se présente sous la forme 
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B. Propriétés analytiques et représentations 
asymptotiques de l’intégrale de Laplace 


Par intégrales de Laplace, on entend des intégrales du type 
b 
F (2) = \ azS()f (é) di. 


a 


Nous pouvons nous borner au cas où S (t) — —t, a — 0,b — +oo, ie. 
F(a)= | ef (9 dt. (1) 
Ô 


Proposons-nous de faire le prolongement analytique de l’inté- 
grale F (z) et voyons ce que devient la fonction F (2) pour | z | — ©. 
L'étude du comportement de F' (z) pour | z | æ devient plus aisée 


en donnant à cette fonction une représentation asymptotique, i.e. 
en la mettant sous la forme 


F (= À) Cagn (2)+ 0 (En (9): 


où les fonctions œ4(z) vérifient la condition 


En écrivant (2) — O (œ, (z)) on veut dire que |d( | < 
 C|œp,(z) | (C étant une constante). 
En étudiant le comportement des fonctions pour | z | — æ, on 


utilise le plus souvent comme ww (z) les fonctions x (z) = 1/7"#, 
où u}, sont des constantes. 


1. La représentation asymptotique de l'intégrale (1) se construit 
àa l’aide du lemme suivant. 


LEMME DE WATSON. Soit une fonction f (t) telle que: 
C 
1° l'intégrale | | f (&) | dt existe pour tout c > 0, i.e. la fonction 


0 
f (t) est localement absolument intégrable sur l'intervalle] 0,  Î; 
2° pour t — 0 la fonction f (t) se laisse mettre sous la forme 


a x 
FRE Ai ant +O( ). 


où —1<Rel <Reli <L...<Re}X,; 
39 ft) = O (e't) pour t + +ow, où v > 0 est une constante. 
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Alors la fonction F (z) définie par l'intégrale (1) admet pour z — co, 
| arg z | 1/2 — €, la représentation asymptotique suivante: 


n—i 
FT (Ag +1) 
F(z)= » an — mar +0 (— ): (2) 
k—0 
Démonstration. Posons 
n—-i1 À 
FO = 2 ant *+rn (0) 
On a alors 
n—1 CO : 
F (2) — > Tr | et *dt+R, (2), 
k=0 0 
où 


R, (2) = | e-ttr, (6) dt. 
ô 
Puisque (Voir Appendice À, n°5) 


e à 
| e”?t{ He. jargzl<+, 
0 2° 


Î 
le lemme a lieu si l’on montre que R, (2) = © Anti | pour Z —+ co, 
On a 


Ô 00 
R, (z)= | er, (6) dt + | er, (b dt= RD (2) +R (2). 
0 Ô 


Il ressort des conditions du lemme que r, (t) — © (tr) pour t — 0, 
Il existe donc des constantes positives M, Ô telles que pour 0 < 
< t < 6 on a l'inégalité |r, (t) |  MtR®Ân, Avec une constante Ô 
ainsi choisie et Rez —0,ona 

ô ô 
| Rr? QIX | le tr, @idt£ M \ RS 7 

Ô 


h -tRez,;Reà, T (Re Àn + 1) 
<M À UE nm dt=M Re 
0 (Re 2) nr 


Si | arg z | 1/2 — €, on a Rez > |z/|sin e, d’où 


RD (z)=0 rer) 0 | RE k: 
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Pour évaluer R° (z), posons t — 6 +7: 


RE (= À e tr, (f)dt=e-êz | e2tr, (Tt +0) dr. 
ù Ô 


OO 


L'intégrale Ve-xr, (tT+ 6) dt est uniformément bornée pour 


0 
jargz|<n/2—e, RezZ>v+e. On a en effet sous ces conditions 


ee) 


| | etTr, (T + Ô) dt <| e7(V+e)r, (T+Ôô)|dr. 


L'intégrale figurant au second membre de cette inégalité est 
convergente, car la fonction r, (t) est par définition localement abso- 
lument intégrable et r, (t) — © (eYt) pour t + +o. Par conséquent 


R(2) — O (e-%) pour z—— oo, |argz |< n/2 — &. 


Etant donné que O(e”ôz) — O(z*) pour tout s positif lorsque 
Zz— co, on obtient l'évaluation cherchée: 


Riz) =R? (2 +R (2) =0 


Â LS 
Hi } pour Zz—+ ©, 


[arg z| LT €. 


Le lemme est démontré. M 


Remarque. Le lemme de Watson reste vrai aussi pour une inté- 
grale du type 


F (z)= | eTtf(6) dt, a >0. 
Ô 


La condition 3° devient dan ce cas superflue. 
2. Le prolongement analytique de l'intégrale de Laplace 


F(2)= | e-f() dt 
ô 
et la représentation asymptotique du prolongement analytique peu- 
vent être établis, dans les cas qui nous préoccupent, à l’aide du théo- 
rème suivant. 


THÉORÈME. Soit f (t) une fonction analytique dans le secteur |i|>0, 
—60, <'argt<6,(8, —0, 6, = 0), représentable dans ce 
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secteur pour t — Ô sous la forme 


a hp An 
f(O= 2 ant +O(E ), 


où —1 << Re À < Re À, <...< Re À,, et pour { — oo sous la 


forme 


f (#) = O (#), 


où $ est une constante. Alors la fonction F (z) définie par l'intégrale (1) 
pour z >> 0 admet un prolongement analytique dans le secteur |z| 0, 
—ñ/2 — 0, L'argz<n/2 +6, La fonction F(z) admet pour 
—n/2 — 0, +e<Largz< 2 + 0, — e (8 > 0) la représentation 
asymptotique suivante : 


F()= 3 nr +0 (5). (3) 


Z 


Démonstration. Etudions le domaine d’analyticité de 
l'intégrale (1). Soit z — reiv. En vertu du théorème sur l’analyticité 
d'une intégrale dépendant d’un paramètre (voir le théorème 2 du 
$ 9), la fonction F (z) est analytique dans le secteur | z | =>0,[œ1|< 
<< x/2, car l’intégrale F (z) converge uniformément en z dans le 
domaine | | n/2 — &, |z | > Ô — 0. On a en effet dans ce do- 
maine 


| e”?t | — er cos q L e”tôsine 


et l'intégrale Cas |f (té) | dt est convergente par définition. 


0 

Pour prolonger F (z) par analyticité dans un domaine plus vaste, 
faisons dans (1) le changement de variable d'intégration et intégrons 
non suivant les £ positifs mais le long d’un demi-axe t — peï9 (0 — 
— const, p >> 0); nous devons considérer dans ce contexte la fonction 


coet0 C0 


Fo (z) = | e*tf (£) dt — | e-Ge)pf (peiô) ei8 do (4) 
0 0 


(—0,<0<B;). 


L'étude du domaine d’analyticité de l’intégrale Fo (2), analogue 
à celle pour l'intégrale F (z), montre que la fonction F4 (z) est ana- 
lytique dans le domaine |arg (zeï®) | = | o + 0] << x/2. Montrons 
que la fonction F4 (2) constitue pour | 0 | x le prolongement ana- 
lytique de la fonction F (z). Pour le faire, il suffit de montrer que 
les deux fonctions deviennent égales sur un certain demi-axe ® — 
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qui appartient au domaine d’analyticité des deux fonctions, par 
exemple y — —0/2 


Nous appliquerons le théorème de Cauchy en calculant l’inté- 


grale | e*tf (t) dt le long du contour fermé montré sur la figure 17: 
C 


| e2tf(é) dt =0. 


C 
Sur l’arc de rayon R, on a pour t — Reid, p € [0, 8] et z — re-i/2: 


f(t) = 0 (RŸ), Lez] — P-rR cos (p-6/2) 


Puisque | ÿ — 0/2 | < | 8/2 | < x/2, on a cos (b — 0/2) > cos à ee 
> 0. Conformément aux évaluations obtenues, l’intégrale prise le 


2 | 
O0 AR 


Fig. 17 


long de l’arc de rayon À tend vers zéro quand À —- æ, i.e. pour 
@ — —06/2 on à F (z) — Fo (z). Si dans le secteur —6, < 8 < 86, 
on admet des valeurs | 0 | > x, on montre par un raisonnement 
analogue que lafonction F+ (z) constitue le prolongement analytique 
de Fa (z), à condition que [8 —8|< x. 

Ainsi donc, la totalité des fonctions Fa (z) pour toutes les valeurs 
possibles de 6 donne le prolongement analytique de la fonction F (2) 
sur un domaine qui réunit les secteurs | ® + 8 [| n/2, —0, < 
<< B<8,, i.e. sur le secteur —x/2 — 0, << p < 7/2 + 6,. La pre- 
mière assertion du théorème est démontrée. 

Pour construire la représentation asymptotique de la fonction 
Fa (2) dans le secteur | ® + 6 | < n/2 — &, il suffit d'appliquer le 
lemme de Watson et la formule (4) de Fa (z). Puisqu'on a par déti- 
nition 

n—1 


f (pe?) = 3 an (peie)# + 0 (pr) 
pour p —+ 0 et 
f (peït) — 0 (pô) 
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pour p — + co, il vient en vertu du lemme de Watson 


N — 


1 les 

an (e°9) k étôr (À +1) { … 

ED ST À }= 
k—0 (ze ) 2 


n — 1 
T (Az +1 Î 
= )) 4% es - +0 ( rar). 
k—0 z z 


Le théorème est démontré. 


Remarque 1. Si la fonction f (t) admet dans le voisinage du point 
t — 0 la représentation f (t) — t"g (t), où g(t) est une fonction 
analytique, Re À >> —1, on doit poser dans le théorème À, = À + #; 
les constantes a, sont les coefficients du développement taylorien 
de la fonction g (t): 


g (£) = > ant? 
k=0 


Remarque 2. Si dans le théorème la fonction jf (t) dépend des 
paramètres, est fonction analytique de chacun des paramètres dans 
un domaine D et reste continue dans le domaine D de variation des 
paramètres pour l’ensemble des variables avec |[t | >0, —0, < 
<Z arg t  0,, alors le prolongement analytique en z de F (z) pour 
z =£ Ô sera également fonction analytique de chacun des paramètres 
dans la partie de D où l'intégrale 


À e-ue]f (peté)] dp 
0 


converge uniformément par rapport aux paramètres pour tout u >> 0 
donné. 


En effet, l'intégrale F4 (2) réalisant le prolongement analytique 
de la fonction F (z) converge uniformément dans ce cas pour | @ + 
+ 0 | n/2 — e, [z| > Ô, car on a dans ce domaine 


Fo(2)1< | e-mlf(peï®)] do (H=8sine). 
0 
Exemple. Cherchons le domaine sur lequel la fonction 
F(z, p, 9) = | e2tP (4 + at) dé 
0 


(20, Jarga|< x, |arg ( + ai) | <a, Re p > —1) 


300 APPENDICE 


admet un prolongement analytique en chacune des variables, et éta- 
blissons le développement asymptotique de cette fonction pour z—- oo. 

Dans ce cas on a f (t) — tP (1 + at)?, la fonction g (t)— (1 + at)? 
admet un point singulier (point de branchement) pour at — —1. 
Cette fonction est analytique dans le secteur | arg (at) | << n, i.e. 
pour —n — arg a << arg { <C x — arg a. Il convient donc de poser 
dans le théorème 6, — x — arg a, 6, — n + arg a, 14 = p +k, 
P—=p+ag. 

Pour déterminer le domaine sur lequel la fonction F (z, p, qg} 
admet un prolongement analytique en chacune des variables, cher- 
chons le domaine où l’intégrale 


O0 


Îe-ne|f(peïe)] dp= | e-ne|peïe]P (4 + ae19p)9] do, 
0 0 


jarg (ae?) x, 


est uniformément convergente en p et g pour u > 0 fixe quelconque 
(cf. Remarque 2). Cela a lieu quand Rep >6ô —1, |p|< NW, 


IgIN. En effet, si t — pe®, 0< p 1, la fonction LE | 


reste bornée, car elle est continue dans le domaine fermé par rapport 
à l’ensemble des variables, ie. | f () | & C;p$9-t (00 <p L1). Pour 
bo > 1 on applique le même raisonnement après avoir changé la 
variable o en s — 1/0 (0 s << 1). On verra alors que la fonction 

f (+) 


):3 
peN 


reste bornée pour p > 1,i.e. |f ({) | & Cp". Les constan- 


tes C, et C,, comme le montre le raisonnement développé, sont indé- 
pendantes des paramètres p et q. Les intégrales 


1 CO 
| e-Hoô-t dp et | e-WPo?N\ do 
0 1 


étant convergentes, l’intégrale 
| eh] f (pe**)] de 
0 


converge uniformément dans le domaine considéré. Aussi la fonction 
F (z, p, q) admet-elle un prolongement analytique en chacune des 
variables dans le domaine 


Rep>—1+6, [pIl<N, IgISN, z%#0, 
— SL ntarga<argz< #n+arga. 
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Les variables Ô et N étant arbitraires, on peut prendre, au lieu du 
domaine indiqué de variation des variables, le domaine 


Rep> —1, 2-0, — Lntarga<argz< Ln+arga. 


Pour |arg z | << x/2 le prolongement analytique de la fonction 


F'(z, p, q) peut être obtenu à l’aide de l'intégrale initiale 


OO 


| ep (AHat} dt (Rep —1) 
0 


En vertu du théorème, la fonction FÆ (z, p, q) admet dans le secteur 
— Lx Laga+ei< argr<Èin + arg a — €, pour z + oc, la re- 
présentation asymptotique suivante: 


F(& p, D = LEU(S hu te letit 


C. Formules de quadrature du type de Gauss 


Par formules de quadrature du type de Gauss, on entend des formu- 
les du type 


f(xo(r) dr », h;f(x;) (1) 


j=1 


dans lesquelles les coefficients À; et les nœuds x; (j = 1, 2, ...,n) 
sont choisis de telle façon que la formule (1) soit exacte pour tout 
polynôme de degré 2n — 1. 
Connaissant les moments de la fonction poids 
b 
Cr | z*o (x) dx, 


a 


on peut chercher les nombres À; et x; à partir du système d'équations 
ñn 
D'Ati=Cn (k—=0, 1, ..., 2n—1). 
j=1 


Or, le plus souvent, les formules de quadrature du type (1) se 
construisent autrement. Il se trouve que les nœuds x; (j — 1, . 
..., n) sont les zéros d’un polynôme p, (x), orthogonal sur l'inter- 
valle Ja, b [ par rapport au poids o (x). Pour le montrer, considérons 
la fonction 


f (x) = xp, (x) 
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où 
Pn (x) = (x —%;) (x — 2) se. (2 — Th) — Îl < TZ — zx ;) 


est un polynôme de degré n dont les zéros se RP avec les 
nœuds de la formule de quadrature. Pour £ = 0, 1, ..., n —1 
la fonction f (x) est un polynôme de dégré non supérieur à 2n — 1. 
Ainsi donc, si la fonction f (x) dans (1) est telle que nous l’avons dé- 
finie ci-dessus, la formule de quadrature donne la valeur exacte de 


l'intégrale pour tout #  n. On en déduit pour # = 0,1, ..., n —1 
b b 

[fa p (de = À 2% ps (2) p (x) dr = 

a a 


n 


= D hat (ra) (a 2). (—2n)lens, = 0 


J=4 


Ainsi donc, le polynôme p, (x) est orthogonal à toute puissance infé- 
rieure à nr, ce qui veut dire qu il se confond, à un facteur constant 
près, avec le polynôme p, (x) de degré n orthogonal sur l’inter- 
valle Ja, b[ avec le poids p (x). Il en découle que, pour définir 
les nœuds x; de la formule de quadrature, il suffit de construire le 
polynôme p, (x) et de localiser ses Zéros. 

Pour déterminer les coefficients À;, appelés généralement nom- 
bres de Christoffel, il est bon de prendre dans (1) comme f (x) un po- 
lynôme de degré inférieur à 2n, tel qu'il s’annule en tous les nœuds 
à l'exception d’un seul: x — x;. On obtient alors 

b 


À; = Cri ; jf@etdr. 


Pn Pn (4) 


Posant par exemple fo=l—— = Dn(x | ou f(x) — —. ——— p,_1 (x), 
on aboutit aux expressions noie des nombres À; 
b 
_. Pn (x) 2 
d'au | | Pn (tj) (z—+;) | p (x) dz, (2) 
, b 
= etes À EE pa (2) p (ed (8) 


Pn (Zj) Pn-1 (zj) J 


On voit de (2) que À; = 0. L'intégrale du second membre de (3) 
n'offre aucune difficulté. us 


Hal te ni (x T) + Qn-2 (&); 


T—T; An] 
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où a, est le coefficient du terme de plus haut degré du polynôme 
Pn (x) et qn-2 (x) est un polynôme de degré n — 2, on obtient en 
vertu des propriétés d’orthogonalité des polynômes p, (x) 


nd 4 
nn a, _.Pn (tj) Pr | (ti) ? (4) 
b 


OÙ dy — | Pn(x)p (x) dx est le carré de la norme. 


a 
Remarquons que tous les raisonnements relatifs à l’établisse- 
ment des formules de quadrature du type de Gauss servant au calcul 
d’intégrales restent valables si l’on considère au lieu d’une intégrale 
b 


| f (x) p (x) dx une somme 2: f (x:) p (xi) (Voir $ 12, n° 3). Dans ce 


a 
cas on cherchera les nœuds de la formule de quadrature et les nombres 
de Christoffel en utilisant les polynômes orthogonaux correspondants 
d’une variable discrète. Cela facilite grandement la tâche, surtout 
lorsqu'il s’agit des sommes dans lesquelles les fonctions j (x) sont 
difficiles à calculer, car on arrive, grâce au procédé indiqué, à pren- 
dre des sommes comprenant beaucoup moins de termes. 
Considérons quelques exemples caractéristiques d'application 
des formules de quadrature du type de Gauss. 


Exemple 1. Beaucoup de fonctions spéciales se représentant sous 
forme d'’intégrales définies, l'application des formules de quadra- 
ture du type de Gauss à ces intégrales conduit à des formules appro- 
chées faciles à manier et suffisamment précises pour les fonctions 
spéciales étudiées. 

Parmi les fonctions cylindriques, on rencontre le plus souvent 
dans les applications les fonctions de Bessel J, (z) et J, (z). Les for- 
mules approchées simples définissant ces fonctions s’avèrent souvent 
d'une grande utilité, en particulier lors des calculs sur ordinateur, 
quand une formule est préférable à une table. 

Etablissons quelques formules approchées de J, (z) et de J; (2) 
en les déduisant de la représentation intégrale de Poisson. On a 


1 


OL ___ oym-1/2 
J mn (Z)= VAT M +10 — ) L (1 — s?) Cos 25 ds. 


Pour m = 0 l'intégrale figurant au second membre se laisse calculer 
par la formule de quadrature du type de Gauss 


1 ñn 
\ Î (s) VI ds & à À ;f (s;). 
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Ici s; sont les zéros des polynômes de Tchébychev de première espèce 
orthogonaux sur l'intervalle ] —1, 1Â[ par rapport au poids 
Î : 
TÉ Er. ; À; sont les nombres de Christoffel : 
2j 
2n 


TT 
JT, h:—=—, 


S ; — COS j . 


Posant f (s) — cos zs, on obtient une formule approchée pour la 
fonction J, (2): 


1 n 
_ À COS 25 À 2j —1 
J(z)=— | “er > cos { z cos On a). 
—1 J= 
Utilisant la relation J, (z) — —J} (z), on établit aussi une formule 


approchée pour la fonction J, (2): 


J,(2 & — > COS 


J—=1 


2j —1 ; 2j —1 
xsin{zcos x |. 
on 2n 


Pour n pair les nœuds s; de la formule de quadrature sont symétri- 
ques par rapport au point s = 0. Alors, si f (s) est une fonction paire, 
la formule de quadrature comportera n/2 termes distincts. Posons 
par exemple n — 6; il vient 


Ici 
cos (x/12) = 0,965926, 
n= 4 cos(x/4) —0,707107, 
cos (91/12) —0,258819. 


Pour apprécier la précision des calculs d’après les formules citées, 
consultons le tableau 5 qui compare les valeurs exactes des fonctions 
J, (2), J, (2) avec leurs valeurs obtenues à l’aide des formules appro- 


chées (désignées J'; (z), Ji (z)). 

De toute évidence, les formules proposées restent aussi valables 
pour des z complexes, à condition que | z | ne soit pas excessivement 
grand. 
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T'ableau 5 

z Jo (2) | Jo (2) J1 (2) Ji (z) 

0,4 0 ,9604 0 ,9604 0 ,1960 0 ,1960 
1,2 0,6711 0,6711 0,4983 0,4983 
2,0 0,2239 0,2239 0,5767 0,5767 
2,8 —0,1850 —0 ,1850 0,4097 0,4097 
3,6 —0,3918 —0,3918 0,09547 0,09548 
4 ,& —(0,3423 —0,3423 —0 ,2028 —0,2027 
D ,2 —0,1103 —0,1105 —0,3432 —0,3427 
6,0 0 ,1506 0,1496 —0,2767 —(0,2748 


Exemple 2. Examinons l'application des formules de quadrature 
du type de Gauss au calcul des sommes du type 


N-1 
SN — > f (k). 
k=—0 


Grâce à ces formules, on arrive à remplacer S y; par une somme où 
il y a moins de termes: 


Sn Æ 2} À ;f (x;). 


Les nœuds x; de la formule de quadrature sont les zéros d’un poly- 
nôme p, (x) possédant les propriétés d'orthogonalité suivantes: 


N-î 
2 Pr PE =0 (mn). 


Les polynômes orthogonaux correspondants seront des polynômes 
de Tchébychev d’une variable discrète (voir $ 12). 

Considérons à titre d'exemple le tableau 6 où sont comparés les 
résultats de calcul des sommes Sy pour f (4) = V 1 + k (I entier) 
et pour des nombres n différents de points de quadrature. On rencontre 
souvent des fonctions de ce type en mécanique quantique. Remarquons 


Tableau 6 
N-1 10 1000 
_.. 4 | 10 1 10 
nt 
| 26,944 42 ,603 22 405 22 606 
3 29 ,808 42,360 21 207 21 453 
5 25,186 42,360 21 148 21 405 
N 29,189 42,360 21 129 21 395 
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que pour nr — À la formule de quadrature fournit la valeur exacte 
de la somme cherchée. 

Exemple $#. En cherchant les facteurs d'absorption de la lumière 
dans les raies du spectre, on est souvent amené à calculer des inté- 
grales du type *) 


OO 


1 2 
KGY=r | U>0). (5) 


Le domaine des valeurs de s essentiel pour l'intégration se réduit, 
en raison du facteur e-<", aux valeurs de | s | 1. Dans ce domaine 


la fonction pour æ donné est une fonction de s à varia- 


{ 
as + y 
tion suffisamment lente tant que y est assez grand. On peut donc 
calculer la fonction XÆ (x, y) pour y > 1 à l’aide des formules de 
quadrature du type de Gauss où interviennent des polynômes d'Her- 


mite : 


K (x, y) A Ki( y)=— 2" j PART Murs! . (6) 
U e (1 Lé = 
Or, pour un y petit, la fonction GT présente UD MaxXIiMUM 


bien marqué en x — 5, si bien que la formule de quadrature (6) sera 
inexacte pour des x petits. On peut contourner cet inconvénient en 
donnant préalablement à X (x, y) une forme mieux adaptée à l'ap- 
plication des formules de quadrature du type de Gauss. On a 


O0 
_$2 


1 e 
K (x, y)=— Im | PET ent AE 


— O0 


Au lieu de faire l’intégration le long de l’axe réel, nous allons inté- 
grer, d'après le théorème de Cauchy, le long d’une droite parallèle 
à l’axe réel en posant s = ai + t(a >0, —o <t< ©); il Vient 
alors pour À (x, y) 


(ee) 


À e-(ai+t)? 
Rem) pre ee 


A 3 T e-t?[(a+y)cos 2at—(x—t) sin 2ot] 
ri e-pienn  # ( 


— O0 


*) Voir M. MU. CoGenpmaun, Beedenue 8 meopur amomnux cnekmpoe. 
M., Dusmatru3, 1963, $ 35, n. 3 (I. Sobelman, {Introduction à la théorie 
des spectres atomiques). 
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Grâce à une telle transformation, nous remplaçons sous le signe d'in- 
tégration la fonction au maximum bien marqué 
Î 
(x—t)+(a+y)? 
bonne précision, dans le domaine essentiel pour l'intégration, 
par un polynôme de degré assez petit. Il est vrai qu’on voit apparaître 
alors dans l’intégrande un facteur oscillant. Si l’on choisit a & 1, 
on rend la fonction [(a + y) cos 2at — (x — t) sin 2at] assez bonne 

dans le domaine intéressé. 

Calculons à présent l'intégrale (7) à l’aide d’une formule de qua- 
drature du type de Gauss dans 1 figurent des polynômes d’'Her- 
mite : 


1 
RE Par 


une fonction aplatie qui se laisse approcher avec 


2 :— $s;) sin 245; 
K (x, y) # Ke, D=<— > à; OR RE, (8) 


L'analyse effectuée montre qu’en appliquant une formule de qua- 
drature du type de Gauss au calcul de l’intégrale (7), on obtient de 
bons résultats pour x et y quelconques, même si les points de quadra- 
ture ne sont pas nombreux : il suffit de choisir a + 1. On s’en assure 
en examinant le tableau 7 où sont confrontés les résultats de calcul 


Tableau : 
à = 0, y—0;01 St, y —="0:,01 
: K (x, v) = 0,989 K (x, v)= 0,369 
Kim, v) | Ko, u) | Kitx,u) | Kalx, v) 
à 37,6 1,013 0,0225 0,387 
9 30 ,1 0,991 0,693 0,370 
7 29,8 0,9895 0,0434 0,369 
X—=0,y—=i RE 
. K (x, v) = 0,428 K(x, y)= 0,305 
K1 (x, y) K2 (x, y) Ki (x, y) Ko (x, y) 
à 0,451 0,441 0,293 0,317 
5) 0,434 0,428 0,305 0,305 
7 0,430 0,428 0,306 0,305 


des intégrales (5) et (7) à l’aide des formules (6) et (8) pour les diffé- 
rents nombres de points de quadrature avec a — 1 et pour des va- 
leurs différentes de x et de y. 


20% 
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Nous donnons en conclusion les tableaux 8, 9, 10 qui résument 
les valeurs des nombres de Christoffel À; et des nœuds x; servant au 
calcul des intégrales des différents types d’après des formules de 
quadrature du type de Gauss *). Ces formules utilisent comme nœuds 
les zéros de polynômes de Legendre, de Laguerre et d’Hermite. Pour 
les polynômes de Legendre et d'Hermite, on ne trouve dans les ta- 
bleaux que des valeurs non négatives de x;. Il est à noter qu'il existe 
dans ce cas pour chaque x; positif une valeur négative —zx; de même 
poids À ;. 


Tableau 8 
mi x ; X ; | à x ; | À ; 
: | 0,5778502692 | 1 0,1834346422 | 0,3626837834 
g | 0,5355324099 | 0,3137066459 
3 0 ,8888888888 0,7966664774 | 0,222381035 
D, 7745966692 0,5555555555 0,9602898565 | 0,1012285363 
4 | 0,3399810436 | 0,6521451549 | a 
0,8611363116 | 0,3478548451 
0 0,3302393550 
, 0 5688888888 0,3242534234 | 0,3123470770 
9 | 0,6133714327 | 0,2606106964 
0,9061798459 | 0,2362688506 | 
0,9681602395 | 0,08127438836 
0,2386191861 | 0,4679139346 
6 | 0,6612093865 | 0,3607615731 
0,9324605142 | 0,1713244924 
0,1488743390 | 0,2955242247 
0,4333953941 | 0,2692667193 
0 0,4179591837 | 10 | 0,6794095683 | 0,2190863625 
7 | 0,4058451514 | 0,3818300505 0,8650633667 | 0,1494513491 


0,7415311896 
0,9491079123 


0,2797053915 
0,1294849662 


0,9739065285 


Les formules de quadrature s’écrivent: 


0,066671344380 


1 


1) [rade are 


— 1 


(x; sont les zéros de polynômes de Legendre P, (x), voir le tableau 8) ; 


O0 


2) Lei (e) = SA) 


0 JA 


#) Une notation abrégée est utilisée pour des nombres À;<« 1, par exemple : 
0,(4)233699 — 0,0000233699. 
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(x; sont les zéros de polynômes de Laguerre ZL* (x), voir le tableau 9); 


3) |e#f(æ)dr= D hjf(z) 


— 00 


J=i 


(x; sont les zéros de polynômes d’'Hermite Æ, (x), voir le tableau 10). 


7 


0 ,9897864376 
3,4142135624 


0,4157745567 
2, 2942803603 
6,2899450829 


0,3225476896 
1,7457611011 
4 ,5366202969 
9,3950709123 


0,2635603197 
1,4134030591 
3,9964297710 
7,0858100059 
12 ,6408008443 


0,2228466042 
1,1889321017 
2,9927363261 
9 ,7721435691 
9,8374674184 
19,9828739806 


0,1930436766 
1 ,0266648953 
2,5678767450 


QE ES ER El ES SE 


0,8535533906 
0,1464466094 


0,7110930099 
0,2785177336 
0,0103892565 


0,6031541043 
0,3574186924 
0 ,03888790851 


0,(3)53929447056 


0,5217556106 
0, 3986668111 
0,07594244968 
0,(2)3611758679 
0,(4)2336997239 


0 ,4589646740 
0,4170008308 
0,1133733821 
0,01039919745 
0,(3)2610172028 
0,(6)8985479064 


0,4093189517 
0,4218312779 
0,1471263487 


S 


OO 


(de) 


10 


oo Pme, om Ps | oo EU 


4,90003530845 

8,1821534446 
12,7341802918 
19,3957278623 


0,1702796323 
0,9037017768 
2 ,2210866299 
4,2667001703 
7,0429054024 
10,7585160102 
15,7406786413 
22,8331317369 


0,1523222277 
0,8072200227 
2.0051351556 
3,7834739733 
6,2049567778 
9,3729852517 
13 ,4662369110 
18,8335977889 
26, 3740728909 


0,1377934705 
0,7294545495 
1 ,908342901 7 
3.4014336979 
5, 2224961400 
8,3301527468 
11,8437858379 
16,2792578314 
21 9965858120 
29 ,9206970122 


A, go mo EE <q oo | (qe gs 


Tableau 9 


0,02063351447 

0,(2)1074010143 
0,(4)1586546435 
0,(7)3170315479 


0,3691885893 
0,4187867808 
0,1757949866 
0,03334349226 
0,(2)2794536235 
0,(4)9076508773 
0,(6)8584746716 
0,(8)1048001175 


0,3361264218 
0,4112139804 
0,1992875254 
0,04746056277 
0,(2)5599626611 
0,(3)3052497671 
0, (516592123026 
0,(734110769330 
0,(10)3290874030 
0,3084411158 
0.4011199292 
0,1180682876 

0 ,06208745610 

0 ,(2)9501516975 
0,(3)7530083886 
0,(4)2825923350 
0,(6)4249313985 
0,(81839564824 
0,/129911827220 
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TT 


1 | 0 |1,772458854 


Tableau 10 


0,3811869902 | 0,6611470126 
24 2 2 
2 | 0,7071067812 | 8,8862269255 g |1,1571937124 | 0,2078023258 


1,9816567567 
2,9306374205 


0,01707798301 


2,3506049737 | 0,(2)4530009906 2,9327316742 


0,(2)13436445747 
3. 4961591188 


0,(5)7640432855 


0,(3)1996040722 
a 0 1,181635901 
1,2247448714 | 0,2954089752 
4 | 0,5246476288 | 0,8049140900 D. 7235540188 DL DODLE000 
1,6506801239 | 0,08131283545 
9 | 1,4685532892 | 0,08847452739 
2,2665805845 | 0,(2)4943624276 
0 0,9453087205 3,1909932018 | 0,(4)3960697726 
5 |0,9585724646 | 0,3936193232 
2,0201828705 | 0,01995324206 
0,4360774119 | 0,7246295952 1,0366108298 | 0,2401386111 
6 |1,3358490740 | 0,1570673203 10 |1,7566836493 | 0,03387439446 


0 
7 |0; 8162878829 
1,6735516288 
2,6919613568 


0,8102646176 
0,4256072526 
0,05451658282 


0,3429013272 | 0,6108626337 
0,(39717812451 


mn 
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1. Fonction gamma T'(z). 
Définition: 
T' (2) = | ett-idt, Rez—0. 
0 

Prolongement analytique. La fonction ['(z) admet un prolon- 
gement analytique sur le plan complexe tout entier à l'exception 
des points z— —n (n—0, 1, 2, ...) en lesquels elle possède des 
pôles du premier ordre aux résidus 

Res l'(2=(—1)"/n!. 


CR dans lesquelles intervient la fonction gamma : 


(x, y) — Éie _ividt= 1 @Ot®  Rer—0, Rey=0: 


: F(r+7y) ? 


exp (— af) &Y-1 dt — + , p—=+ 


Rea=—0, Ref=0, Rey=—0. 
Relations fonctionnelles : 


l'(2+1)=20 (2), Pl) 7 (1 — 2) — 


ee ? 
2227 (z)l'(2+1/2)=V nT (22). 
Valeurs particulières : 
T(n+i)=n!, T(1/2)=V x, 
'(n+1/2)= VE nt 
Représentation asymptotique et ses corollaires: 


In T'(2)=(2—4/2) In 3—3+ + Im2x+ 
n— 1 


Vo] 
D DE DES +0 EE Zn xx) ; [arg z| nr — 6, 
hkR=1 
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Br sont les nombres de Bernoulli qui se laissent déduire de la 
relation de récurrence 


n—1 
D CiBr=0 U»= 1), HT, Cr = LI ni 9 
k=0 


rep (E) O+o()] e>0. 
n! &V 2nn (=) (formule de Stirling), 


= a[1+0(<+)], |arg z|n—0û. 


La courbe représentative de la fonction y = l' (x) est donnée à l’Ap- 
pendice A. 


2. Dérivée logarithmique de la fonction gamma (2). 


Définition : 
® (2) = T” (2)/T (2). 
Relations fonctionnelles : 


PG+1) = 1/2 +%p(), (2) = vY (1 — 2) — x cotg nez, 
2 In 2 + 4 (2) + v (2 + 1/2) = 21 (22). 


Valeurs particulières: 


VA) =" (4) = —7Y, y = 0,57721566 ..., 


P(L2)= —y—2102, p(n+)=—y+ +, 


R=1 
: 1 


eus intégrales et développement en série: 


1 — 1277 


et — e2l 
v@= + | £ ae 74 | EE à Rez>0, 


= —y+G-1 T 5 : Zn (n=0, À, :..) 
n=0 


kReprésentation asymptotique : 


p(z)= In 2 — > +0 (=): 


| arg z | 7x — Ô, B, sont les …. de Bernoulli (voir n° 1). 
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3. Equation généralisée du type hypergéométrique. 
Equation différentielle : 


# T (2) 7 G (2) 
Here pe 


u = (0, 


6 (z) et 6 (z) sont des polynômes de degré non supérieur à 2, T (z) 
est un polynôme de degré non supérieur à 1. 

Réduction de l'équation généralisée du type hypergéométrique à 
une équation du type hypergéométrique. Par le changement u = (2) y 
on réduit l’équation différentielle initiale à la forme 


G(z)y +T()y + y = 0, 


où T (z) est un polynôme de degré non supérieur à { et À est une cons- 
tante. La fonction œ (z) vérifie l’équation 


p'/p = x (2)/0 (2) 


dans laquelle x (z) est un polynôme de degré non supérieur à 1: 


nt (z) — “os HE | “As. ) —o+ ko. 


La constante # est choisie de façon à annuler le discriminant du 
trinôme du second degré sous le radical. Le polynôme 7 (2) et la 
constante À sont définis par les égalités 


T2 = TG) +2n(t), À=k+n (2). 


Exceptions.1{)sSi le polynôme o (z) admet une racine mul- 
tiple, i.e. © (z) — (2 — a), alors par le changement s — 1/(z — a) 
on réduit l'équation initiale à une équation généralisée du type hy- 
pergéométrique pour laquelle © (s) = s. 

2) Il n'est pas possible de réduire l’équation initiale à une équa- 
tion du type hypergéométrique par le procédé indiqué si o (2) = 1 


et l’expression (x (z)/2)? _ 5 (z) est un polynôme du premier degré. 


On pose alors x (z) — SE T (z), auquel cas l’équation initiale devient 


y "+ (az + b) y = 0. 


En faisant un changement linéaire s — az + b, on la réduit à l’équa- 
tion de Lommel (voir $ 13, n° 1). 


4. Equation du type hypergéométrique. 
Equation différentielle : 


G(z)y + T(z)y + Ày = 0, 
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© (z) et T (z) sont deux polynômes de degré non supérieur à 2 et à 
4 respectivement, À est une constante. Les solutions de cette équation 
portent le nom de fonctions du type hypergéométrique. 

Forme auto-adjointe : 


(cpy") + Apy = 0, 
où la fonction p (z) vérifie l'équation 
[o (2) p (2) = + (2) p (2). 


Un changement linéaire de la variable indépendante permet géné- 
ralement de réduire les équations du type hypergéométrique aux 
jormes canoniques suivantes : 

équation hypergéométrique : 


2(4—2)y + — (a +$ +1)zly — afy = 0, 
équation hypergéométrique dégénérée 
Zy" + (y —z)y — ay = 0, 
équation d’'Hermite 
y” — 23y + 2vy = (0. 


Propriété des dérivées des fonctions du type hypergéométrique y (2). 
Les dérivées v, (z) = y(® (z) sont des fonctions du type hypergéo- 
métrique et vérifient l'équation 


O (2) Un + Tn (2) Un + Unvn = 0 
dans laquelle 
' ? n (n— 1) 2 
Tn(z)=7T(z)+no" (2), p=ktnr + — 07 
Forme auto-adjointe de l'équation pour v, (2): 
(OPnün) + UnPnvn = 0,  Pn (2) = 07 (2) p (2). 
Représentations intégrales des solutions particulières y, (z): 
Cy | MM (s) p (s) d 


D (2) Ve 
C 


Yv (z) — 


(s— 2 


Ici C, est une constante de normalisation, la fonction p (z) vérifie 
l'équation {6 (z) p (z)!° — t(z) p (z), la constante v est racine de 
l'équation À + vT’ +2 6° — 0, le contour C est choisi de 


façon à vérifier la condition 


ot (s)p(s) |°2 


PCT ” (s1, 2 sont les extrémités du contour). 


Pour le choix des contours €, voir le $ 3. 
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Représentations intégrales des dérivées des solutions particulières 
Us (2): 


Ci” oŸ (s) 
k) pay — "V9 (s)P(s) 
y (2) ok (z) D (z) | Fer Lun as, 
k_1 
CP —C, Il [r SA A re à 0) , 


2 
s—0 


Relations de récurrence et formules de dérivation pour les solutions 

: A ; s (R;) nou 
particulières y, (z). Trois fonctions quelconques Yy.e (z) vérifient en- 
semble une relation linéaire 


3 
21 A:(z) y, (2) =0 


ii 


aux coefficients polynomiaux À; (z) si les différences vw; — v; sont 
des nombres entiers. Pour le calcul des coefficients À ; (2), voir le $ 4. 


9. Polynômes du type hypergéométrique. Les polynômes du type 
hypergéométrique y, (z) représentent des solutions polynomiales de 
l’équation du type hypergéométrique 

S()y" + T(2) y + Ag = 0 
qui correspondent à 


EE 6 (n=0, 1, 4,4) 


Formule de Rodrigues pour les polynômes du type hypergéométrique : 


Un (2) = Lo” (2) p (2) 


(B, est une constante de normalisation). 
Formule de Rodrigues pour les dérivées d’un polynôme du type hy- 
pergéométrique Yn (2): 


AmnBn dm 
yo) = Goo am (0° (2) p (z)], 


m—i 


An = pese I (+5 0"), Ant 4021. 
R—=0 


Par un changement linéaire de la variable indépendante, on ré- 
duit les expressions des polynômes y, (z) et des fonctions © (2), 
o (z) aux formes canonigues suivantes: 
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1) Polynômes de Jacobi 
Un (2) = PQ (= (A — 2) (1 2) 8 (A2) (12), 
C(z)—1—72?, p(z)—(1—z2)* (1 +2). 


Les cas particuliers les plus importants des polynômes de Jacobi 
sont : 

a) les polynômes de Legendre P, (z) = PX{9,9 (2); 

b) les éditée Tchébychev de 1'° et de 2° espèce 


1LG)= PO T/2 -1/2) (z) = cos (n arc cos 2), 


Be 
_ _. (1/2, 1/2) (z 
c) les polynômes de es 
(24 )n 1/2, à 
Ch) = a 


Nous avons introduit la notation (&), = & (« + 1) ... 
.(mœ+nr—1), (œ)o = 1. 
2) Polynômes de Laguerre 


œ { PRES an —Z 
Un (z) = La = Es Z ve (Pre ), 
G(z)=2z, p(z)=2%eT. 
3) Polynômes d’Hermite 
Yn (2) = À ()=(—1)" er + (e-*), 
G(z) = 1, pi(z) = . 


Formules de dérivation pour les polynômes de Jacobi, de Laguerre 
et d'Hermite: 


œ { 
LEP (x)=s(ntatp+1) PA 8F0 (2) 
d ya œ d 
lili) JE, (x) =2nH,. (x) 
Si le polynôme © (z) admet des racines multiples, i.e. © (z) = 


— (z — a)?, les polynômes correspondants y, (z) se laissent exprimer 
en fonction des polynômes de Laguerre : 


Un (2) = Ch (e— a)" L3 | 2e), ES | 


(C, étant une constante de normalisation). 
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6. Quelques propriétés générales des polynômes orthogonaux. 
Les polynômes p,(x) sont orthogonaux sur l’intervalle ] a, b [I 
par rapport au poids p (x) si 


b 
| Pm(r) Pa()p(m)dr=0 (mn). 


Forme explicite d'un polynôme p, (x) orthogonal sur l'intervalle 
Ja, bÏ par rapport au poids p (x): 


Co C, Ch 

Ci Cr Cars 
Ph (x) PS , 

CaCs 33 CS 

{ x tr 


b 
Cn= | 2" (x) dx est le moment de la fonction poids; À,, une 


[8 À 
constante de normalisation. 
Relation de récurrence : 


. b 
+ (2 ee) pu 


b 


di = | ph (x) p (x) dz 


LS 2 


d? 
arm Pn-1 (x). 


TDn (x)  : 


Ici 


est le carré de la norme, et «a,, b, les coefficients des puissances de 
plus haut degré du polynôme p, (x): 


Pn (x) = anx" + bia D... (a, 0). 
Formule de Darboux-Christoffel : 


> PR nr ou (@) __ 1 an Pn+1 (x) Pn (y) —Pn (x) Pnus @) 
dh An+: SR 


L oo. orthogonaux classiques. Par polynômes orthogonaux 
classiques, on entend des polynômes du type hypergéométrique 
Un (x) pour lesquels la fonction p (x) vérifie la condition 


Ô (x) P (x) * [x 0, b = 0 


(a et b sont des nombres réels; 4 = 0, {, . ..), et p (x) > 0 sur l’in- 
tervalle Ja, bi .Ces polynômes sont orthogonaux par rapport 
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au poids p (x) sur l'intervalle Ja,bl ,i.e. 
b 
| Ym(z)Yn(æ)p(x)dz=0 (mÆn). 

Par changement linéaire de la variable, les polynômes orthogo- 
naux classiques se laissent réduire aux formes canoniques suivantes: 
1) polynômes de Jacobi P(&8) (x) pour a >> —1, f > —1; 

2) polynômes de Laguerre L£ (x) pour à« > —1; 

3) polynômes d’Hermite AH, (x). 

Les caractéristiques principales de ces polynômes sont résumées 
dans le tableau 2 (voir $ 7). 

Représentations asymptiotiques pour n —+ oo: 


A 1m RC a ELU (n-3/2) 
1/ sn (sin (0/2))%*+ 1/2 (cos (0/2))8+ 1/2 
(0<LI<O< 7 — 6), 


LA (re) eg ul2-nel2- 14 cos | 2V n&— (20 + 1) ++ 
Æ à 


Pr” (cos 0) — 


(O<LÔ<Iz<N <'oæ), 
H,(x)= V2 Es ex2/2 | cos (V'2nx — _. LO (1/5) | 
(IT IN <'oœ). 


Fonctions génératrices : 


(1—#)7% exp — = js D Le (x) é”, 


n—=0 
exp (27t —{?) — > IT, (x) —. 
n=0 | 
Polynômes de Legendre. Les polynômes de Legendre 
P, (x) sont orthogonaux sur l'intervalle } —1,1T par rapport 


au poids p (x) = 1. C’est un cas particulier des polynômes de J'acobi 
P&$(x) pour « = $ — 0 et des polynômes de Gegenbauer CY (x) 
pour v = {/,. 
Equation différentielle : 
A — 2)y"— 2xy +nin+ty=0, y = Pr (a). 
Formule de Rodrigues: 


(1 _en 
Pr) nr an 


(1 — x2)". 
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Représentation intégrale : 
i AT 
t)=-— | z+iV1—zx?sin o)" do. 
0 


Fonction génératrice : 


n O0 
a  — D É: (x) L". 
V/1—2ixz +12 KR 


Valeurs particulières : 
Ph (1) = 1, Ph Et) _ (—1)", 


— 17 (2n) ! 
Pants (0)=0, Pan (0) = ren 


Carré de la norme 


2 


TR | 
an 2n +1 ° 


Relations de récurrence : 

(1 He x”) Pr (x) = = —(n Ho 1) [Pr +1 (x) — tPn (x), 
Pa) = [Pr (x)— xPr AC) EE rm [Par (x ) — Pi (2)l 
(+1) Pusi(r)—(2n + 1)xP, (2) +nP, (x) —0. 

Représentation asymptotique : 


_2_ cos[(n+1/2) 0—x/4] _ 32 
sn V/sin 8 LS à 


Les courbes représentatives des polynômes de Legendre P, (x) pour 
quelques valeurs de x sont données sur la figure 1 (voir $ 7). 


P, (cos 0) — 


8. Fonctions sphériques. 
Equation différentielle : 


1 ) : Ou { 
sin0 66 (sn 0) + ‘sin 6 7e r +I(+t)}u=0. 


Formes explicites : 


{ 


—4)\l _m m 
On (t) = PR CID (2 (U—m)! (1 — +) en dit (4 — x?) — 


PVO 1m (cos8) (—/<m<l), 


(G+m)! daim 
Le C-De Tr 214+1 (+m)l! m2 dm 
2 2  (I—m)! SE ari-m Ses E 


Or, -m (&) = (— 1) Om (t) Vin (6, p) = (— 1) 3, -m (8, P). 
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Propriété d'orthogonalité : 


| V'im (Os P) Y'Erm (0, p) 282 = OrrrÔmm. 


Relation de récurrence : 


(HA) m2 
COS 0Y rm (0, D) — nr Van m (8 p)+ 


Tan 
+1 2 Yi m (0 9). 


Formules de dérivation : 


e) 
y Vim(0, p)=imYim (0, p), 


e+iv (+ = 2 + m cotg OYim | = ViI(+1)—-m(m+l)Y; met 
(pour m —= . + 1) on posera Yzm (0, @) = 0). 


Développement d'un polynôme homogène quelconque de degré 1 
suivant les fonctions sphériques: 


Uy (Ts y; z) — r' > CmnYi-2n,m(0, j). 
M, N 
Développement d’un polynôme harmonique homogène quelconque 
de degré l suivant les fonctions sphériques: 
Uy(X, y: 2) — F > à Cam Y'a (0, œp). 
Mm=— 


Théorème d'addition : 


4 * 
Pi(coso)= 5 Di Vim (O1 01) im (O2 Pa) 


mM—=— | 
(o est l’angle entre deux vecteurs r.,, r, dont les directions sont carac- 
térisées par les angles 6,, , et 8, 2), 


O0 


L 


= 2 . 
ST rt+i 


——+ 


l 
1 
— 4T > LT Er D Ve (6, Di) Y Tm (02 qe) | 


re=min(ry los > =mMax(r4; lo) 
Fonctions sphériques généralisées. Une rotation du système de 
coordonnées définie par les angles d’Euler &, $, y transforme les 
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fonctions sphériques Ÿ ;m (0, @) de la façon suivante: 


Vim(@, = 2 Dm (as B, 7) Yim (8, q). 


Les coefficients Dm (&œ, B, y) s'appellent fonctions sphériques 
généralisées d'ordre 1. 
Forme explicite des fonctions Dm (4, B, y): 


Dm (@, BY) = eme mn (B), 
l __ 1 (l+m)!(1— mm)! 
Cm (PB) = V Gmto=mt 


m-m’ m+m’ 


X(d—zx) Ÿ (M+z) ? PET TRI (a, 


P(,8) (x) est un polynôme de Jacobi, x = cos f. 
Relation entre les fonctions sphériques généralisées et les fonctions 
sphériques : 


& 
Do (&, B: DV or Yim (PB &); 


Dim (c B, Y)=(— 1) HT Y'im (B v). 
D6o (a, B, y) = P, (cos f). 


9. Polynômes orthogonaux classiques d’une variable discrète. 
Par polynômes orthogonaux classiques d’une variable discrète, on 
entend des polynômes y, (x) qui vérifient l'équation aux différences 


© (x) AVY + 7% (x) Ay + Ày = 0 
et tels que la fonction p (x), solution de l’équation aux différences 
A Lo (x) p (1 = + (x) p (x), 
vérifie la condition 
G (x) p (x) 2° lx=a,o = 0 


(a, b deux nombres réels, b — a entier, #4 = 0, 1, ...),et o (x) > 0 


sur l'intervalle Ja, bIl . Ici 
Af(x)=f(x+1)—f{x), Vf(x) = f(x) — f(x — 1), 
nr ED op 


Ces polynômes sont orthogonaux par rapport au poids p (x) sur 
l'intervalle la, bI au sens suivant: 


2 Um (Ti) Yn (x;) p (ti) = 0 (m=Æ£n). 


La sommation est faite suivant des à tels que a < x, < bd — 1. 
if 21—0592 
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Formule de Rodrigues: 


1 — 


a Co) c(z—k) |. 


R=—0 


Bn 
AA CRTTE] 


Toutes les propriétés des polynômes p, (x) orthogonaux sur l’inter- 
valle Ja, bÎ avec le poids p (x) se conservent dans le cas 
des polynômes orthogonaux classiques d’une variable discrète, à 
condition de faire la sommation suivant les valeurs discrètes de la 
variable indépendante au lieu d'intégrer sur l'intervalle ] a, b[ 
dans les formules correspondantes. 

Les caractéristiques principales des polynômes orthogonaux 
classiques d’une variable discrète — polynômes de Hahn A@:P (x), 
polynômes de Tchébychev #, (x), polynômes de Meixner mf:u) (x), 
polynômes de Krawtchouk kr) (x), polynômes de Charlier c{u) (x) — 
sont résumées dans les tableaux 3a et 3b (voir $ 12). 


10. Quelques fonctions spéciales voisines des fonctions de deuxième 
espèce Q, (z) pour les polynômes orthogonaux classiques. 
a) Fonction gamma incomplète: 


'(a, x) — | ei dt. 


Changeant t en x (1 + s), l'intégrale ci-dessus se réduit à la re- 
présentation intégrale de la fonction hypergéométrique dégénérée 
de deuxième espèce G (&, y, x): 


T'(a, x) = ex G (1, 1 + a, x). 


Fonction bêta incomplète: 


X 


Be (p, g)= | #11) dt. 
(4 


Changeant t en xs, l’intégrale pour B, (p, g) se réduit à la repré- 
sentation intégrale de la fonction hypergéométrique F (œ, 6, y, x): 


{ 
B(p, g)=— 2° (p, 1—g 1+p, x). 


b) Exponentielle intégrale: 
ps eTZsS 


En (2)= | ds, Rez>0 (m=—1, 2, ...). 
1 
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Relation de récurrence et formule de dérivation: 
Em (2) = te "2m (2)]; 
En (2) + Hi (z). 

Développement en série de E, (z): 


le zh 
E TT DO TE 
k=1 
(y est la constante d’Euler). 
KReprésentation asymptotique : 


E,@=[S ER 0 E zn+i ) | 


(mhi=m(m+1) ... (m+k—1), (mh,=1. 
Relation entre Æ, (z) et la fonction exponentielle intégrale Eï (2): 


E, (2) = —Ei (—2). 
c) Sinus et cosinus intégraux: 
£ sin $ : ‘ cos S 
Si (z)— | Be gs, Ci()= | SE 45. 
0 OO 


Développements en séries de puissances : 


— (— 44 22h F1 
Si (z) = à CETDCEDI ? 


—_A)AH 72 


; =. : ( 
Ci(z)=7y+In 1 2 pe 


(y est la constante d’'Euler). 
Représentations asymptotiques : 


Si (= PE P (2) — PE Q(), 


Ci (2) = P (7) — SE Q (), 


P(2)= Y {=D GR) ! + O (3-22), 


z?h 
k=—0 


Q(a= 5 CERN Lo (sas), 


z2hR+1 
R=—0 


21% 
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d) Fonction des erreurs: 


es ds. 


D (z) — 


[AS 
a | 
© mm, K 


Développement en série de puissances : 


RU (1) ant 
2 RICE D * 


D (2) — TE 


Représentation asym ptotique : 


® (z) — 


Ets 1° Le + 0 (aan) | 


(largz| << — ô) 


e) Intégrales de Fresnel: 


Z 


S(=\ si 
0 


C (z) = | cos HS ds. 
0 


Relation avec la fonction des erreurs: 


Z 


C(2)—iS (2) = | e-ixt#/2 dt — TE D(yiT:). 


0 


Cette relation permet d'obtenir le comportement asymptotique et le 
développement en séries des intégrales de Fresnel. 


11. Fonctions cylindriques. 
a) Fonctions de Bessel. 
Equation de BPessel: 


zu" + zu + (2 — v)u = 0, 


u — Z, (z) est une fonction cylindrique d'ordre v 
Equation de Lommel: 


DATE ve (var 984 SN] » 20, 
v (2) = 222, (BzV). 
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Représentations intégrales de Poisson pour les fonctions de Bessel 
de première espèce J, (z) et les fonctions de Hankel 1,4? (z): 


1 
Ro | A—#) "12 cosztdt, Rev> —1/2, 


Var(v+1/2) : 
7. EL 79. ez—nv/2-7/4) rs NE 12 ; v—1/2 
HP GEV troc Le* (1437) dt 
Re v > — 17/2, 


D eee fev 1 il V" dt 
nz  T(v+1/2) EH 
0 


Rev>> —17/2. 


HE (2) = 


Représentations intégrales de Sommerfeld: 


JS (z) == — | eiz Sin @—ive do, 


C1 
H® (z) — ——+— | eiz Sin @—ivo d; 
C+ 
HS? (2) ne _ | eiz Sin @—ivp do 
C_ 


(les contours C,, C,, C_ sont représentés sur les figures 8 et 9, 
voir $ 19), 


TT 
Je (z) = | eiz Sin q—in@p dy, 
—T 


O0 
eiz sin q — >. J, (2) eir9. 


N= — CO 


Représentations asymptotiques: 


Jy (2) = -y Z | cos [2 + — +)+0(+)sinz+ 


HP (2) — Fe eiz-7rv/2-7/4) |1+0 (+) : 


HS (2) — V/ —e-ie-xve ao [1 +0 (=) | | 
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Relations entre différentes fonctions cylindriques: 


7, G)=er(); HG) ue (z), 
{ (2) H: He 
J, = LAS (+ HP Q Yr(e) = LAS (0 — HS (0), 
. Je _ HN ' ph . 
Ai & an TTV 2 , HP (= i na TV ® è 
Vo) SE (D = (— A) Jan (2). 


Développements en séries: 


M3 (— 14 (3/2) F2À 
= kIT(v+k+1) ? 


2 l n — k — z \èRk=n 
Ha 9 (9) = Ja (2) Æ + {27h Dmi-Y =k-ni (5) e 
k=0 
__A\k (z/2\n+2R 
D tp Ge +R +1) + +01), 


RkR=—0 


Yh )=—{27, (3) In + — S denk=nt Z PT 


FA 
kR=—=0 


2° EE Lab (re + + 1) + p (6 + 11) 


k— 
— 


(pour nr — 0 on admet que la première somme s’annule, w (z) est la 
dérivée logarithmique de la fonction gamma). 
Les courbes représentatives des fonctions J, (x) et Ÿ, (x) pour 
quelques valeurs de n sont données sur les figures 10 et 11 (voir $ 16). 
Relations de récurrence et formules de dérivation : 


Zv-a (2) + Zou (2) = À Z, (2), 
Lys (2) — Zo (2) = 224 (2). 
o = ) [2VZ y (2)] = 2V-Z y à (2), 


(2 (= 002, (2) 


z 


(Z, (z) est l’une quelconque des fonctions J, (2), Ÿ, (2), 44°? (z)). 
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Fonctions de Bessel d'ordre demi-entier : 


ER EE 
J'172 (2) —= pu SIN 2, Y'i72 (2) — — AE COS Z, 
DIN EY/ 2 +i(z-1/2) 
Hip (=) —e | 


2 4 d \n 
Hh_1,2 (2)= a(—-- +) COS Z (n = 0, Le ss) 
1, 2. 1 NE 
HA: Po (z) — _. am) er (n = 0, À, See 
2 1 d \* . 
Y'n-17,2 (2)= = 27 (— ——) Sin Zz (n = 0, 4. le 


Intégrale de Fourier-Bessel : 


= er, (k) d 


F(k)= \ xf(x)J,(kzx) d 


. 


Théorème d’addition de dk af : 


Z (KR) D J, (kr) Zyrn (ko) ei"  (r <p). 
N= — 00 
Théorème d’addition de Gegenbauer : 


Zv (KR) 


Jyyn (kr) Zvyin 
Pr int À PO) D + rte Bent Gi qu) (<0) 


(xp)” 


Ici r, op, À sont les côtés d’un arbitraire, 4 l’angle formé 
par Reto,u = cos 6, 8 l’angle formé par r et p, k un nombre quel- 
conque, CY (u) un polynôme de Gegenbauer, Z, (z) l’une quelconque 
des fonctions J, (2), Y, (2), H$°* (2), r < 0. 
Développement d'une onde sphérique suivant les polynômes de 

Legendre (voir le théorème d’addition de Gegenbauer): 

il € j 1 \ Jnrayo Gr) AT) 1,9 (Kp) 

= in Din+s) ti ———"°— P, (u). 


Vr ve 


Développement d’une onde plane suivant les polynômes de Legendre: 


er ED fn +) Jarre (kr) Pa (u) 


n=0 


{(k est le vecteur onde, u = cos 6, 0 l’angle entre les vecteurs k et r). 
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b) Fonctions de Bessel modifiées. 
Equation différentielle : 
Fu" + zu" — (2 + vu = 0, u(z) = Z, (iz). 


Pour z=> 0 cette équation différentielle admet comme solutions 
linéairement indépendantes les fonctions 


Lee RTK er ea). 
Représentations intégrales de Poisson . v> —1/2): 


1 
(z/2)° v—1/2 
La RE h 1 — 2 d 9 
= Tor js Are 
Ce Tr s \v-1/2 
OV Re ne | sr (LE) a. 

0 

Représentations intégrales de Sommerfeld pour K,(z2): 

K,(D=+ | e-rhvt dy Ve-rhochvpdp,  Rez>0, 

— 00 0 
K()=+ (+) | ee Ti dé Rez=>0. 
| 0 


PT asymptotique pour z — +o: 


Lo=-E(1+0(2)) Lo=y #e[i+0(2)T. 


Relation entre les fonctions I, (z) et K, (z) pour différentes valeurs 
de v: 


__ Ty (z)— 1, (2) 
K,(z)= a sin TV 
Développements en séries: 
(2/2°+ 2k 


RO 2 RTREET 


ÉD L ta 24 D (+) "+ 


+ (—1 > LP Ge ++ 1) + (+ DD] 


(pour n = 0 on admet que le première somme est nulle). 
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Relations de récurrence et formules de dérivation : 
Lens (2) — Lou (2) = I, (2); 
Lo (2) + lo) = 214 (2) L6(2) = 1: (2), 
Ks(2) — Ke (9 = — TK, (2), 
Ko (2) + Kur1(z) = —2K\ (2), Ko(z)= —XK, (2). 


Fonctions TI, (2) et K,,(z) d'ordre demi-entier: 


2 { de 
1 d\r 
Kip@Q=V + (-<+)e 20 1 9. 


Les courbes représentatives des fonctions 7, (x) et K, (x) pour quel- 
ques valeurs de nr sont données sur les figures 12 et 13 (voir $ 16). 


12. Fonctions hypergéométriques F (œ&, fi, y, 2). 
Equation différentielle : 


Z(A—z2z)y"+ly— (a +8 +1)zl y" — aÿy = 0. 


Solutions particulières : 
a) Yi = FE (œ, P, Y: 2), 


yo = 2 F (a —y +1, B—y+1, 2 — 7,2) 
(y 0, Hi, +2, ...); 
b)yu-F(afp,a+p—y+t1, 1 — 2), 
Ya = (A—2)SÉF (p—a,y—$, y—a —$ +1, 1 — 2); 
c)n=2z%ÆF (a a —y+1, à« — $ +1, 1/2), 
Ye = 28F(RB, B—y+1, B—a +1, 1/2). 


Représentation intégrale: 
1 
FO) QU — 1 nn Va —i a —$ 
Fa BR vero L (1—+) (1—2t) À dt, 
Rey > Rea> 0. 


Développement en série: 


Fay 2 > BR, 1:1<4, 
n—=0 


(an = = a (a +1) ..(atn—t). 
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Formule de dérivation : 
dF GR: Ÿ; = F (œ + À, B + le v + à z). 
Relations de récurrence. Trois fonctions hypergéométriques quel- 


conques Æ(œ;, f;, Yr, 2), FF (me, Pos Yes 2) et F(@s, Pas Ya: 2), 
dans le cas où les différences &; — ax, B; — Pr, Yi — YA, sont des 
nombres entiers, vérifient ensemble des relations linéaires dont les 
coefficients sont des polynômes en z (les relations de récurrence 
sont déduites au $ 20). 

Relations fonctionnelles : 


Fa, B, y, 2)=F(B, «, y, 2), 
Fa, B; v 2)=(1—2) TP (pa, y—B, y, 2), 


l'(Y)F(Y—-a— 
Feu B, 2) = RER F (a, B, a +B—y+ 1, 1—2)+ 


PEMICR Lt re brn ee vy—B,y—a—pB+1, 1—2), 


['(œ) L(B) 
Fa, B: y, z)— 
ee (—2"%F (a a—ÿy+1, a—p+i —)+ 
T'(B)T (y —@) " Z 


F (y) F'(&œ—f) —$ 1 
Thor (4 F ($ B—y+1, P—a+t, =) ’ 
jarg(—z)[< x. 

La dernière relation fonctionnelle et le développement en série des 
fonctions hypergéométriques d’argument 1/z donnent lieu à la re pré- 
sentation asymptotique de la fonction Æ (œ, B, y, z) pour z — co. 

Les différentes combinaisons des trois dernières relations fonc- 
tionnelles conduisent à de nouvelles relations fonctionnelles: 


F(œ, f, y, z)— 
= (2 DD (0, y —b; 1+a—$, ——)+ 


(y —a) T (B) 
_B T(YT(a—f) : 1 
2 CE LE — 


( larg(—z)|<n larg(i—z)] <x), 
F(a, B, y, z) — 


= 7=0 FOOT ah) z—1 
22 RG rqp 2 (ee 1+a—v +a+f—y À )+ 


= v-a-8 PWT{(a+B—") 
un Su 


XF (y—a, A—c, 1+y—a—$, —) 
(largzi<x Jarg({—z)] <a), 
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Fa, f, y, z)=(1—2)%F (a, y—P$, y, z/(2-1), larg(i—z)| <<, 
Fa, B, y 2)=(1—2)-8F(y—a, B, y, z/(2—1), |arg(1—2)| <<. 
Les cas particuliers des relations fonctionnelles sont notés dans le 
$ 20. 
Expression de différentes fonctions à l'aide de la fonction hypergéo- 
métrique : 


F (a, O, Y: 2) = 1, 


F (a, GB, $, z)—(1—72) ”, 
&, By) _Tii+a+1) 
P,, = en F0 
—1ÿ T(n 4 
RE Fr, n+o+p+1, B+1. 
P,(2=F (—n, n+1,1, = )=(— 1 (—n, n+1, 1, 
TT/2 


= 1 1 
K(2)= | (—z2sin "ape r(s, +, 1, . 


e 


0 
7/2 


: { 1 
E (z) — | (A—z sing) dp=<F(—., 4 1, 2), 
0 
13. Fonctions hypergéométriques dégénérées F(«, y, z) et 
G (a, y, z 
Equation différentielle : 
2" + (Y—2)y — ay = 0. 
Solutions particulières : 
a) y1 = F (@, y, 2), 
Ye = TUE (@—y +1, 2—7Y, 2); 
b) y, = G(a, y, 2); 
Ya = G(Y— A y, —2). 
Représentations intégrales: 


1 
r : . 
F(a, y; DT LT (1) l'est dt (Rey> Rea>>0), 


Cl. y 2= a feu t fit) a (Re a > 0), 
0 


G(œ, y, 2) — Fa Je-mse-t(1+ 6)" 1 gs (Rez—0, Reau>0) 
0 


22 
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Développement en série: 


[e ©) 


— (G)n 2? 
Fos v = 2 (nr n!° 


n=0 


Formules de dérivation : 
D F(a, Y = F(a+1, v+1, 2), 
TG (0. V:z)=—-aG(a+i, y+1, 2), 
LG (0, y 2] — ET (28G (0, y— 1, 2)] 


Relations de récurrence. Trois fonctions hypergéométriques dégé- 
nérées quelconques F (œ;, V2, z), F (ts, Yo, 2), F (3, Vs, z), dans 
le cas où les différences &; — x, y; — y, sont des nombres entiers, 
vérifient ensemble des relations linéaires dont les coefficients sont 
des polynômes en z. Il en est de même pour la fonction G (œ, y, 2) 
(pour l’établissement des relations de récurrence, voir le $ 20). 

Relations fonctionnelles: 


F (a, y, 2) = &F (y — a, y, —2), 
G(a, y, z) = 21 ŸG (4 — y + 1, 2 — y, 2), 


r(1— 
G(æ; y: = F (0 V 2)+ 


P (y—1 
RARE Te: TEE E Liv (a— y +1, 2—Y 2); 


Fa v 9 = FR re G (as y: 2)+ 


a Fi eztir (a-v)G (y — @; V — 2) 


(le signe positif correspond à Im z > 0). 

Des cas particuliers des relations fonctionnelles sont notés dans 
le $ 20, n° 4 

Représentations asymptotiques pour z — œw: 


G(æ, y, z)—=2-2[1 +0 (1/2)]; 
F(a, y, 2) ae (—27*[1+0 (=)]+ 
D'y) 20 1 
+ re 2 "f1+0(—)] 
(argzl&n, Jarg(—21<n). 
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Expression de différentes fonctions à l’aide de la fonction hypergéo- 
métrique dégénérée : 
F(0, y; 2)=G(0, y, 2)=1; 
(ds 0;2}=6", 


Ga, a+1, z)=2"%, 


02 n 4 
La (x) = F (—n, 1+ a, L); 


2) 1 
TI, (2) = Le F(v+-., 2v + 1, 22), 


K,(2)=V a (2z)'e°G (v+—., 2v + 1, 22) 
14. Fonctions d’'Hermite H, (2). 
Equation différentielle : 
y" — 2z2y + 2vy = (0. 
Solutions particulières: 
a) y = H,(2), yes = H,(—2); 
b) y, =e"H_,_ (iz), ye = e* H_,_, (—iz). 
Relation avec les fonctions hypergéométriques dégénérées: 
H,(2)=2"G(—v/2, 2?)  (|argz|<1/2), 


__ 2T (1/2) 1 
ni Cs ce ST LA Voie à > HD 2)+ 


2°T (—1/2) 1—v 3 
LE UE 2F ( 2). 


Représentation intégrale : 


O0 


H,, (2) — = | e-tr-2ztg VTT gg, 
0 


Développement en série: 


O0 


H, (2) — FS # (—1ÿT en) 


zn 


nt . 
Formule de dérivation : 
H, (z) — 2VvH,., (2). 
Relation de récurrence : 
H, (2) — 22H43 (2) + 2(v — 1) H4- (à = 0. 


334 RAPPEL DES FORMULES PRINCIPALES 
Relations fonctionnelles: 


. IV . TV 
e“[e 2? H_yu(ir)+e 2? H_,(—iz)], 


H,()= 2'T _ 1) 


+ 24 j a (NT 1) 
hi | 2 H_,_(—iz), 


Va, z?—1 LAS 
H,(z)=e "x, (+ VE e En 


H,() = eV H, (—2) + 


H_,. ; (ëz). 
Représentations asymptotiques pour z — ©: 
{ 
H,(=(22) [1+0(2)1 (1argal<<), 


4,4@)=(@[1+0 (+2) Ve (2) 140 (+) ] 
(n/2< | argz|<a, RE 


OO OK © NN ma 


NC 
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